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编写 说 明 


《高 中 数学 竞赛 专题 讲座 }( 第 一 辑 )12 种 出 版 以 来 ,反响 强烈 , 深 受 广大 读者 
喜爱, 并 收 到 了 大 量 反馈 信息 。 很 多 读者 ,包括 一 线 竞赛 辅导 的 教师 和 竞赛 研究 
人 员 提 出 了 许多 宝贵 的 建设 性 意见 ,希望 我 们 再 组 织 出 版 一 春 以 解 题 方法 和 解 是 
策略 为 主 的 丛书。 为 了 满足 广大 读者 的 需求 ,我 们 在 全 国 范围 内 组 织 优秀 的 数学 
奥林匹克 教练 编写 了 《高 中 数学 竞赛 专题 讲座 3( 第 二 辑 ) 共 9 种 ; (ШЖ), 
《周期 函数 和 周期 数列 代数 变形 》.《 极 值 问 题 )《 染 色 与 桨 色 方法 b 递 推 与 弟 
推广 法》 组 合 构造 > 函数 不 等 式 ); 考 虑 到 配套 ,把 第 一 辑 中 (数学 结构 思想 及 
解 题 方法 3》 放 在 第 二 辑 出 版 。 

丛书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必须 掌握 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 竟 赛 大 纲 
要 求 的 一 些 基本 的 数学 思想 ,方法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 网 读 。 
从 书 的 特点 是 ， 

1. 充分 吸收 了 世界 各 地 的 优秀 数学 竞赛 试题 ,通过 对 典型 例题 的 解剖 , 传 投 
数学 思想 方法 ,侧重 培养 学 生 的 逻辑 思维 能 力 , 不 唯 解 题 而 解 题 ; 

2 本 着 少 而 精 的 原则 选择 材料 ,不 搞 题 海战 术 , 不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 适 
面 ,举一反三 ， 

3 以 数学 修养 和 能 力 培养 为 立意 ,通过 深刻 剖析 问题 的 数学 背景 ,挖掘 数学 
内 涵 , 培 养 学 生 的 数学 品格 和 解决 实际 问题 的 能 力 ; 

人。 在 注重 基础 知识 训练 同时 ,有 适当 程度 的 搜 高 ,对 参加 冬令 营 甚至 是 更 高 
层次 的 竞赛 都 有 相当 的 指导 作用 和 参考 价值 。 

从 书 由 陶 平 生 、 冯 跃 蜂 、 边 红 平 主编 ;参加 编写 的 成 员 是 : KPE GKE it 
APEK EER RNG RE. 

鉴于 我 们 的 水 平 有 限 , 书 中 的 不 要 之 处 萄 请 读者 批评 指正 。 
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函数 不 等 式 的 解法 


rao REB 


一 、 引 言 
在 初等 数学 中 见 到 的 不 等 式 ,几乎 都 是 含有 本 知 数 的 不 等 关系 式 ,如 


3>0. 


4. logi (7—2) r3- 6>0. 

5. PORK f(z) 在 (0. HD HRAN. A 7—3) =0. MEER F< 

人. 已 知 个 函数 COCO. 上 2) 上 是 增 函数 , 解 不 等 式 f> f= 2. 

7, (2006 年 全 国 商 中 数学 联合 竞 蛮 河南 省 预赛 试题 ) 设 质数 OD E R.r 20) 对 任意 
КЕК... олут) = fOr) + fa. FO BECO, + =) 上 为 增 丽 数 , 则 不 等 式 


fr) + (+ 


这 些 会 有 未 知 数 的 不 等 式 . 其 解 是 
不 等 式 称 为" 数值 不 等 式 ”习惯 上 把 其 中 第 
дно жд. 

还 有 “类 不 等 式 .作为 未 知 变量 的 是 一 个 丽 数 或 -类 丙 数 . 即 这 种 不 等 式 具有 函数 解 ,其 
解 集 的 元 素 是 函数 ,我们 把 这 类 不 等 式 称 为 函数 元 不 等 式 (在 不 会 引起 混 清 时 也 简称 为 函数 
不 等 式 ). 例如 ,在 近年 来 的 高 考 和 大 学 ,中 学 奥林匹克 数学 竞赛 中 的 如 下 一 些 试题 ， 

1. (2008 年 全 国 高 中 放学 联合 竟 守 第 1 该 该 题 ) 设 OD 是 定义 在 只 上 的 函数 , 若 /00› 
2008, ПАНЕ x € RRR fla + 2) — fU) <32 «f(r + 6) — fC) > 63 + 2°, /(2008) = 


系列 特定 的 数值 区 间 ( 或 无 解 ), 我 们 把 这 类 
*7 题 这 一 类 求 未 知 冰 数 和 白 变量 "数值 解 "的 不 


2. 已 知 二 次 函数 JOD ат Ж D FD = 00 对 -- 切 x 之 值 有 x SAGA 


-= 


O 成 立 , 试 求 fO 的 解析 式 . 
з. (第 31 局 修罗 斯 数学 奥林匹克 竞 寺 是 ,2005 年 ) 是 否 存在 有 界 函 数 /: R R. ft 
fO) > 0, 且 对 一 切 的 =,yE 有 ,都 有 


fet) > Р +2/слу› + РС 
成 立 ? 

A. (第 9 局 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 议 题 .1994 年 ) 求 适合 以 下 条 件 的 所 有 丽 数 
fi ll. +) — [1, te). 


(D fe) S 2r + DD far + D = а 1 


5. (1977 年 第 9 ж IMO 试题 ) 设 fO) E X fE TE RE P 1: B # W ffi Us {КЕ E Ë Ë: Т.К 
明 ; 着 对 Vx EN Sin FD > JL fO. f) = 

в. 《第 四 届 大 学 生 国际 数学 奥林匹克 试题 ) ШЕЙ. 不 存在 实数 集 到 实数 集 的 映射 信使 得 
对 于 所 有 的 正 实数 1.9.4 


Уб + у) > n+ yf (y 
жз. 
7, (第 4 局 中 国 中 学 生 才学 冬 今 营 试 题 ,1989 年 ) 三 是 定义 在 (1, + =) ЕНЕС, + =) 
中 取 值 的 函数 ,请 足 条 件 ， 对 任意 ray>) 及 we > O, BISE 
fry < ус су Ф 
试 确定 所 有 这 样 的 函数 л. 
这 些 丽 数 不 等 式 的 解决 仅 以 初等 数学 为 工具 ,解法 窟 于 技 配 ,对 人 类 的 智慧 基 有 明星 的 
挑战 意味 
实际 上 我 们 熟悉 的 单调 函数 的 定义 ， 
设 区 间 Оссо , 若 对 任意 的 >€ Ю.В 2:220 有 xz 十 ArE О.А f(r+ Ат) >л) 
ад) fer) WE ADEE D ратнай айм. 
我 们 在 文献 [13 中 研究 的 如 下 的 1 是 函数 ; 
设 /(x) 基 定义 在 实 线性 空间 X 中 的 凸 集 M 上 的 实 值 连续 函数 . 若 对 YE D C 
MD дє To,1] 和 给 定 的 党 数 1, 都 有 hz On HEME 
frt -Dnt Ауа) Ф 
WEK FOOD D EBL АСТ СИТ FCD D E MRR. 
当 ! 一 0 时 ,@ 式 就 是 通常 的 上 (四 ) 函 数 定义 - 
这 些 都 是 用 函数 不 等 式 的 形式 来 定义 的 .未 知 的 是 函数 fU. 
一 个 函数 不 等 式 , 是 数值 型 的 还 是 函数 元 型 的 .判断 的 依据 是 : 它 的 解 是 数值 还 量 丽 数 . 
令 人 振奋 的 是 ,最 近 , 中 国 科学 院 林 群 院士 建议 (文献 [60]), 不 采用 基于 极限 概念 的 点 态 
导数 定义 ,而 在 区 间 上 用 一 个 函数 不 等 式 定义 导数 : 


R- 


定义 йшй FEAE MRA TELD] AELA S 三 和 正 数 M, 使 
得 对 [a,5] 上 任意 的 x MrH FARE 


CRCr 二 和 一 PCr)) = fdh) 


HSE NIK F Ela bET S EARE f(z) 是 F(z) 的 导数 , 记 作 Ес) = уст) 
显然 , 它 叮 以 写成 以 下 的 等 价 式 : 
ЕВ Ес) = УСОВ MG © 

JET МСА E Kk | Crh) r€ [a,b], r HAE Cah] )} E Ж RRR. 

容易 看 出 ,着 下 在 [a.b- 上 强 可 导 . 则 它 在 任 一 点 zE [e, 妇 处 可 导 ; 反 过 来 则 不 成 立 . TM 
等 函数 在 任意 不 含 奇异 点 的 闭 区 间 上 都 是 强 可 导 的 . 

微 积 分 的 严格 化 基于 所 谓 e 池 语言 的 极限 概念 的 引进 , 而 这 样 表述 的 极限 概念 对 二 初学 
者 很 灼 理 解 ,已 经 成 为 学 习 高 等 数学 之 路 上 的 一 道 关卡 . 如 何 使 微 积分 人 门 教学 侈 得 容易 ,是 
国际 数学 教育 锁 域 的 百年 礁 题 

利用 林 群 院士 提出 的 导数 定义 ,可 以 大 大 简化 微 积分 基本 定理 的 论证 ,为 微 积分 的 初等 
化 开创 了 了，… 亲 新 路 .对 此 , 林 群 院士 , 张 景 中 院 十 的 工作 引 人 注 目 . 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 
[15].[21],[43].[60] 等 . 

实际 上 定义 中 四 式 右 端的 忆 的 指数 2 换 成 大 于 1 的 数 也 可 以 ,这 就 拓展 了 函数 不 等 式 在 
高 等 数学 中 的 应 用 范围 . 

关于 函数 不 等 式 ,在 近 华 来 的 高 考 和 各 级 各 类 数学 竞赛 试题 ,如 国际 数学 奥林匹克 竞赛 
试题 (简称 IMO 试题 ) .IMO 预选 试题 .中 国 中 学 后 数 学 奥林匹克 竞赛 试题 (简称 CMO 试 
题 ), 商 中 数学 联赛 试题 中 都 有 出 现 , 这 方面 的 题 型 主要 包括 , RW XCF O ROS SOS. 
求解 明 数 不 等 式 ,证 明晰 数 不 等 式 以 及 与 函数 不 等 式 有 关 的 综合 问题 . E AF E E Fe ih BLAS 
数 不 等 式 .可 以 说 是 "小 荷 才 圳 尖 尖 角 ”, 相 信 以 后 会 有 更 多 的 秃 数 不 等 式 题 型 在 各 级 各 类 数学 
竞赛 中 山 现 ， 

二 、 函 鉴 不等式 的 数值 解 

求 琴 数 不 等 式 的 数值 解 .往往 要 利用 某 些 条 件 , 先 确定 未 知 函数 的 表达 式 ,或 未 知 秀 数 的 性 
质 ,如 单调 性 、 奇 偶 性 ,周期 性 .凸凹 性 等 ,并 用 不 等 式 进行 一 些 估计 . 求 函 数 不 等 式 的 数值 解 的 
基本 方法 有 * 构造 稍 数 法 ,变更 主 元 法 , 特 值 转换 法 , 数 形 结合 法 ,函数 单调 性 法 , 代 换 法 等 ,常用 
的 化 归 方式 有 : 利用 条 件 结合 丙 数 或 不 等 式 性 质 , 将 问题 化 为 质数 问题 或 数值 不 等 式 问 题 . 


Mamon 


例 1 ишу 
VF =F Fr 


® 


со 是 单调 递增 的 奇 两 数 , 它 的 定义 域 为 [一 1.1], 求 函数 k(x) 一 


7 的 定义 域 与 值 域 


М коо 的 定义 域 受 f(z) 定义 域 的 制约 . 它 满足 不 等 式 : 


-1<r-3<1 Ф 
1<z+1s1 ® 

Vs rr no ® 

由 外 式 得 : / ст<ч?{—2<гт<—% @ 
MORE: ® 
Ф.О 两 式 的 交集 是 一 2 <r < © 


ЩАБ Ф, /( =D 2— fur +, 
因为 OD 为 奇 丽 数 .有 FOF -D > /—х-1). 
X fO) BERK 三 一 3 宇 一 + 一 1， 
所 以 z 之 1 或 < 一 2 Ф 
由 国 ,加 两 式 知 кл) 的 定义 域 为 {一 2) ,从 而 求 得 Cr) 的 值 域 为 10). 
评析 ”本 题 看 起 来 结构 挺 简单 ,其实 包含 了 比较 丰富 的 内 容 : 定义 域 . 值 域 、 复 合 函数 、 
奇偶 性 ,单调 性 等 等 
我 们 先 根据 g(x) 的 定义 域 询 出 函数 不 等 式 组 ,再 根据 7C7) 是 单调 递增 的 奇 函 数 , 脱 掉 
“/” 转化 为 普通 的 数值 不 等 式 . 
例 2 EMO 是 定义 在 (一 1.1) 上 的 偶 函 数 , 且 在 (0,1) EWER X /ca 一 2) 
F4 =a) < 0, 试 确定 实数 4 的 取 值 范围 . 
分 析 ”将 函数 不 等 式 向 普通 的 代数 不 等 式 转化 ,实质 为 函数 奇偶 性 和 单调 性 的 应 用 | 
由 /(a—2)— аб) 之 0. 则 f(a 一 2) < /‹4— аэ. SCD 是 定义 在 (1,1) EMR 
数 , 且 在 (0,1) 上 为 增 函 数 , 则 函数 不 等 式 可 分 两 类 ,用 单调 性 转化 求解. 也 可 利用 偶 函 数 的 特 
征 , 两 类 并 一 类 转化 求解 . 
解 ” 由 /a 一 2) < аа Н УС 是 定义 在 (一 1.1) 上 的 偶 函 数 ,在 (0,1) EAM iR 
|а-21<14-| 
Р РИ 1<1 W. 
lla-2|>o 


2й?<а 


йз BM feos) >0 MEM [о r] WEER Gin >o. 


解 邻 z = x+ E tra € ZM 


fen) = /[sin(aex+ 2 +) ]= fow > o 
њено т. 


Ж 2+9 т< rt 


Ro 


成 rsa SHE (ED. 


从 而 知 2er < 

评析 这 里 用 变 向 代 换 法 解 函 数 不 等 式 . 即将 已 知 函 数 不 等 式 中 月 变量 x+ 用 另 一 变量 + 
的 表达 式 代 换 , 推演 出 新 的 打数 不 等 式 , 从 而 创造 解 函 数 不 等 式 的 条 件 , 再 解 出 原 明 数 不 
s=. 

4 HER FOr) 在 区 间 ( 一 ,0) 上 单调 通 减 ,7(2) — 0. W 
FERU Dr D > 0, 
fur) 是 一 个 未 纵 出 解析 式 的 咕 数 , 沙 及 的 性 质 并 不 单 

2 帮助 思考 . 为 此 , 先 根据 FCD 的 单调 性 和 条 件 

Дегу = SA 作出 顺 数 在 左 半 平面 的 示意 图. 再 根据 对 称 
性 ,作出 右 半 平 面 的 图 形 . 有 了 这 个 图 1 - 1. 我 们 不 难看 到 , 当 — 
Ое L> BEM flet D ОКОМ Mai MIL АМЕА 
OU h TRZE т = О EMF FES} r 1 ОО а 1<2 两 种 情况 , 注意 到 0 < 1+) < 
моен LSER Ly СЕСЕ АТИЯ 
MME“ —3 < 1 

评析 EO ERIN RENARE KOS 由 于 数学 题 的 表达 方式 是 抽象 的 ,抽象 的 东西 
在 酸 括 出 本 质 的 同时 往往 会 消解 其 直观 意义 , 惠 项 其 真实 面 且 . 只 有 把 它 具体 化 ,直观 化 , 才 
吕 能 知道 它 的 来 龙 去 及, 也 才 可 以 借助 直观 意义 来 形成 正确 的 再 起 ,确立 解 题 的 基本 思路 ， 

AS ОИ FCD 的 图 象 开口 向 上 ,二 对 于 任意 实数 zxE RMH (2 一 z) 一 /(2+ 


о жи Ж [og (< ++ 


解 дух 去 = (z+ 让) + 二 > 


所 以 ок: (r + 


йй од: (2 =~ е) 
ЕТТЕ 


又 fe 的 图 象 开口 向 下 知 , 当 
к И ӨШ fur ЖАШ. И ЖЕУ logi (7 + 7 + 1)< log; (27 +). ш 


т. 


Е‏ - و ا ےک جوا ر 
评析 дй аноде та рү Se LEL ETT НШ‏ 

юй, жш ж. HERIR E MNE EKA ЕЮ ki RARBG o, 
жн. КЕ jk B % fr st (rB ИН К R ИТА ШР) Ч Я ИНАН 


— P 


转化 的 方法 解 丙 数 不 等 式 . 
W6 ik ICD 是 定义 在 RR 上 的 奇 丽 数 .内 对 任意 的 a.b € R Yat hAon, BA 


а) + feb 
a+b 


(CD 证 明 : /(7) 是 R 上 的 增 函 数 ， 
D ERF ЮЖ оте D+ FOZ — 4 Fm) < O 对 一 切实 数 了 便 成 立 ,求实 数 mm 
的 取 值 范围. 
解 证 明 f(x) 是 只 上 的 增 函 数 ,还 得 应 用 定义 . 关键 在 于 奇 函 数 这 一 性 质 怎 么 用 ? 
(D Ел € RH x, < nor < 0,80 
m С) <0. 


mag lI) 


> 0, f(x) HERK, 


fa‏ = او 


所 以 Ox) = 一 Fr) 


因为 < 二 ,因此 必须 fOr) < /za 
所 以 JOD H R EAMAN. 


>0. 


(2) 因为 fm 2°) + f(2 4 + т) <0. 

A fm ° 27) < /(- 2 +41 m). 

因此 有 me <— 2 47 m EREN U — (m+ 10027 — m > O RAAN r fi Ñy. 

= 2 € (O. HeD ROD = P н LD1 — m > о} ЕН SE АН ВА. 
A>0. 
"жаш 


于 是 可 知 实数 т 的 取 值 范围 是 (一 ,一 3 + 2 JE), 

评析 本题 主 要 考 得 本数 不 等 式 的 解法 及 其 应 用 . 解 不 等 式 的 应 用 非常 广泛 ,如 求 史 数 
的 定义 城 , 值 域 , 求 参数 的 取 值 范围 等 ,高考 试题 中 .对 于 解 不 等 式 到 求 较 高 ,往往 与 表 数 概 
念 ,特别 是 二 次 未 数 、 指 数 函 数 .对 数 函数 等 有 关 往 念 和 性 质 密切 相关 - 

例 7 EXER EPMA fC 满足 /(3) = logs3. 且 对 任意 z,y € В.И ft y) = 
Жо + fO. 

(D 求证 eo 为 奇 函 数 : 

(2) BSID EA 一 9 一 2) 一 0 对 任意 + 有 人 恒 成 立 , 求 实数 上 的 取 值 范围 

分 析 WENO 为 奇 函 数 , 即 要 证 对 任意 工 痢 有 /一 z) 一 一 f(x) RE ERF Say) 一 
Жою + fO) 中, 令 一 一 工 可 得 feo) = f(D + (一 帮 . 于 是 又 提出 新 的 问题 , 求 /(0) 的 值 , 令 
z = y= 0 可 得 f(0) = 1(0) + feo) 即 1(0) = 0.7(c) 是 奇 函数 得 到 证 明 . 

解 DER: frt = f + fO) (ray € D). Ф 


R- 


шуо) — o. 
+f. X O оо = ус) + 
:所 以 ус 基 奇 函数 . 

:又 JU 在 RR 上 是 单调 函数 ,所 以 FOO ER LI 


URAC 4.49 / 
今 y RADERAS- n — fr 
JDM эжэ =— FU RIE z € RH 
OD OD log SDE усә > f 
HER ман) M FCD E FMRC 
JAS 0080—95 00 = 8 1 
заз OHHEE rE R 
i- UA FHF е -O u2 


PRD =r C Бове r 
4! 1А 


ETETA 


OHER > он. 


ОВС Т оо — 2 > RAME: 


. 


зо HEE 1 >> б.с) > 0 OR Z 
а= +H =4 X2 <O. 
Nm Isegi 
BF UMS o IFET. FOR 30 037 9 一 2) <0 HER r € RHI. 
评析 ”本题 (2) EHRE HIT FCD FE 8 5 E t MERO HY o EOR k O ILIR 
MIL К CRR RAE ,简洁 明 快 ，- HH (P 
间 题 (2) 的 上 述 解 法 是 根据 所 数 的 性 质 :7(z》 ñ RCH E R b OR AK, JENE fk. 
ПОИ COD = A r+ 村 下 任意 :二 0 便 战 立 .对 二 次 西数 /1) 进行 研究 求解 ， 
本 题 还 有 更 简洁 的 解法 


分 离 系数 ,由 上 ,3 < 一 3' Е kc 


жш? 
LABAR IA EIE АЖ ЕИ YQ А КАН ШИ ЕПА. ИК. 


Ms EMD тани. MS- aJ. (TL 
ШЕП 
CD ж жк АМ, 


LAME fas) = fG + 


ОТЕТ 


м 《1) WREE Bp E f(r) BEUN 


17( 


这 与 [со МАСТ FE. ROL 不 在 定义 城内 


(2) 在 оу) = сю + [Су Ф.Ф 27 f Ney = f DR [f GD s 10] = 
utup 
fun ey e 


XU OD ЯНКА 


J (ze 


Те 


R AA ЕЧ. Б ИДИ 

WI BILND Ито) = l.f(ry) = С) + УСУ) А fe) > fO Ñ iy 
Ө) ЖЖ ЖЖ r > у> n. R: CD fO) FL FCD 的 值 ;(2》 当 了 在 什么 范围 取 值 时 (x) ~ 
ПЕЕ 

ЖОНЕ Q 1, 且 对 于 了 > 
WID = fO) + f2. fC = 0. 

$= 2y JU) = f(2) + f(2) = 2, 

D 由 条 件 ftzy) = Jen) — fU) ,得 

fon + fr p = fî 30), 
X 104) = 2. 则 由 fr) + f(r =3) < 2.4% 
ое — 3: FD, 


у> 0,/блу) = fu) + f ME л = 1. = 2, 


Зек 
ш ЖЕ FU) > fO) ОЯ ЖЕЕ + > y яш >0, 
х-3> 

评析 EH EO Af f BK J BE КН A ib s 8 A Pa h И ЖЕ Е А fi Q POR t. 


BM FE. 
例 19 CM O BOE X R ВЖЕ П у) = 
C1 RIE JUD > O: 


fr = f fO). 


усе 


(2 RIE Лу 一 


P- 


D # f(D = 2, 解 不 等 式 OD > AFG. 
ж Dfa = (F+) F[T)> ооа уса) 0. 


па уә = = у) + у] = fen .变形 即 得 f(x 一 
D 因为 KG) = 2, 所 以 F2) = уар = FO 一 4 
ГАЛЕ > 4 arf 

fGz= > Der — > 2 


解 得 >n 

例 11 ХЕК ЕВН JOD WE: HEEREN mn BH fmt) = fem) + fO), 
ГЕРЕГИ! 

ТТ 

(O RA = (сау) | fur e FOD Ю.В (х,у) | far +0) = 1.2 € BI, 
ЖАП B= йй a REM. 

м (D уот n) = уот) + с P. т = Don = 0.8 AOD = fO) + /00). 因 为 
fO) AOA SO = 1, 

{E {он + т) = fO) e fOD фф т = ra = ar 

WY к > OO < FCD) < WD x < O Rf — x > 0,0 < 
1 


MAOD e fC = FOO) = BD = 


MON = ОМ, f(0) = 1 > 0, 所 以 , 综 上 可 知 .对 于 任意 € RR, 均 有 f(x) > 0. 
Шо ш, Ф оо, а, — з, >00</(— r) <1 

所 以 Fn) = fn + (л — т] = for) * fu, — x; fn) 

所 以 y= OD ЕВ E MRR. 

O) HTH — ЛС ER EIRAN S) fO) = fC + у) > f(D 
Marty 

X flar- y+ VD = 1 = [OOO WR Mt. ar 一 y 二 J = 0 

HAN B= 多 ,所 以 直线 ar — y + Û = 0 BRE Hy 一 1 无 公共 点 . 因此 有 


>1>0 


SIMI < a=. 


评析 (1) 要 讨论 函数 的 单调 性 必然 涉及 两 个 问题 ; 一 是 f(0) 的 取 值 问题 , 二 是 
fO) O 的 结论 这 是 解 题 的 关键 性 步骤 .完成 这 些 要 在 所 给 函数 式 中 进行. 由 特殊 到 一 般 的 
解 题 轧 想 ,联想 类 比 思维 都 有 助 于 问题 的 思考 和 解决 

92 i FO 是 定义 域 为 (一 一 .0) U 0.4 50) аР, RECO. +o) 上 是 增 丽 数 . 

CD 判断 уст) 在 (一 一 ,0) 上 的 单调 性 ,并 用 单调 函数 的 定义 加 以 证 明 ; 


zap 


D EID = ORT r BRER Clog. — r) +1] > O. a 1; 
(3) Em >On > OR, fme яп) = fnd + fD A F-2) = LR logi | DFI i= 
0 时 上 的 取 值 范围. 
解 CD 设 一 一 0, 则 一 zi > r 
因为 са) 在 (0, + o) БАМ. 
所 以 fe z) > f€ т). 
又 因为 OD 是 奇 丽 数 ,所 以 一 f(7, > 一 f(z). 
MO fr) < fn). 即 FUE 在 (一 cv0) L Rot ñ t. 
D 因为 /DD = 0. 


HA ус D = FCD 一 0, 原 不 等 式 等 价 于 
bga- 2 +1 > 0. 
I D 
bg- 41> 
1-r+1< 
ж реве š в 


Пов а — ry +1 >— 
Ф Ж log. (1 — ır) > 0. 

RN a> LEAI- > 18 7 < о.ж D. 
log. (1 27) +1 一 0, 即 


log (1 а) 


或 


(3) 因为 logy | SW +110, 
所 以 0 <I о + 1 |< 1. 

所 以 一 2 < ftD < 一 1 或 一 1< f(D <o. 
根据 函数 /(z) 的 单调 性 ,下 面 只 需求 出 一 2, 一 1.0 所 对 应 的 + 值 , 即 可 求 出 + 的 取 值 范围 
因为 fl) = f) + fa), 

所 以 f(D) = o B fi D =— f(1) = 0. 

XA} fC D =— 1, 

所 以 f(2) = LAD = f(2) + f(2) = 2,f(— 4) =— f(4) 


Ф. 


1 


又 因 为 2) = уа) + /(+)- 


жы (2) =) А) Р) 
所 以 :的 取 值 范围 是 
-DuUcz-DU(d 二)U (+41). 
例 13 BIC 是 定义 在 (0,+ s) 上 的 增 函 数 有 满足 /( 工 ) = f0 усу). уз) =1, 
мика 


ж RM f= f(y 


w а o. 
又 因为 f(z) 在 (0, + o0) 为 增 函数 , 故 有 


评析 ” 荐 将 本 例 中 的 琢 数 不 等 式 /Cr) — f- 
则 此 不 等 式 的 解 为 : 
э p> 0 时 ,z>> 206 VEFE, 


2 推广 为 /Cr) (Р). 


当 一 加 <p<0 时 , 解 为 
FS- VETED <+< TG Ир). 
例 14 PEPFAR /(z) WE. (1) НЕЗ ab BH а = #4 


ПСМ 
(D ща SOM fn > 


=L 
D FO) = ү. 


试 解 不 等 式 , /z 一 3 ° f= #) 之 十 


„Ф 


жаар 0, фаты O = 1. 


W fcc = fo = 


fa +b) = Лав) A = fa fM. 


жө = /(#++)= /(Ф)/(@)- ^({)>о. 


1 
эй f = з = ә =+ +. 
又 因为 = 502—2) = AD 2), 
H /D>1, 


则 o< f <I у=. 


因此 ,不 等 式 等 价 于 

/fr 一 3)+ (5 =7] < f(D. 
Ban < roll fOr — r) > 1, 
s 人 篇 > 
又 可 知 fz) > 0,W fOr) > fxd. 
M /‹х) 为 减 函数 . 
么 不 等 式 又 等 价 于 

z—3+5— z 22. 

解 得 Srs 


故 原 不 等 式 的 解 集 为 {r 10 < r< 1. 

评析 元 数 的 单调 性 是 转化 函数 不 等 式 的 常用 思路 . 本 题 首先 应 该 想到 最 终 转 化 为 形式 
FED < /4…), 然 后 ,再 寻找 左 、 右 两 边 的 转化 策略 . 

MIS 定义 在 RR 上 的 函数 y= SAE AO #0. x >0 时 ,f(z) > 1, 且 对 任意 的 
ab € RH f(a +b) = уба) * fo. 

CD 证 明 : f(0) = 

(D ЗЕЙ, 对 任意 的 r € RR, 恒 有 fC) > 0 

(D ШИ. убт) 是 RR 上 的 增 函 数 ; 

W ¥ /CD Отто > 1, 求 x 的 取 值 范围 

分 析 ”本题 是 道 抽象 函数 题 ,通过 对 已 知 条 件 的 分 析 , 容 易 知 道 函 数 y = f(x) 的 特殊 模 
型 是 指数 函数 y = аг а > 1 时 的 情形 ,利用 图 象 不 难 解决 问题 . 过 程 如 下 : 

íe Ф W AO = (0), 又 f(0) 天 0, 故 J(0) = 

(2) HERD x > O Rf, f(z) > 1 > o 


€ 


Мов, r >o. 
1 


MAO = fen O = 1. f = JH 


Hz ОМТ OD > OT > O. r <O f >o. 

综 上 ,对 任意 的 + ERA fC > 0. 

OD Ë z, < n RW z; = а, HUSO fOr = fer, + D = fera) + fo), i T 
Gr) > 0, fO) SLA FU) = ут) FCD > fer). fe B R EMAM. 

(O 由 уа) + тат) > LAO = 1489 За — r) > OR fO Ë R EEE 
BHM Br — rt > ORR O < r <3. 

评析 在 抽象 中 展开 狂想 的 翅膀 ,由 {Ca +b) = /ta)7(b) 猜想 函数 7(z) ВОЕН Я 
Ж. JOD ar Lh x > OM fC) > 1 Mla > 1 至 此 ,问题 (1)(2) GERDT ннн MT ; 
(DD FCO) = LeS 20:02) SOD 在 只 上 是 增 函数 . Pit R EF ИШ SR Е.И ШЕЛ w 
FOE UE REE АОН Я ЖИК Ж ИИ ТМНК ЯГЫ Ж Т. 

иии Ш у sÇ fk ЖМ AE AR R at E 8 E Es Hl їй е їз X: Ж ЖОШ йн ЁК ЕШ НИ 
тв Ни, Ии т йя RHEE ERM EE. ОША Е f(a y) — уст) + 
Гу 的 FC 98 9 ART SF AE F MI ЗА Ё ftz + у) — fO fO) 的 уст) RIMS 
ЖН Кий Seay) = fO) + /(y) 的 fC) mat unan t 9 9. 如 果 是 选择 
题 或 填空 是, 可 用 模型 丽 数 解决 ;如 果 是 解答 题 ,模型 函数 可 以 启迪 思路 并 起 验证 作用 

例 16 MORO FCD WE, TIG SB. (r+) = f+ fO) 
Man r > OBHS) 一 0 恒 成 立 . 解 关于 工 的 不 等 式 : 

efe f> рау f nth 


RSE CD 是 奇 函 数 , 则 有 
fn 


定 的 正 整 数 ,a < 0). 


о. 
т L. pan fin > T + fee n fa, 


得 f(azt) — faz) > nÍ fGr) 一 Fo)]， 
所 以 flar) + fC ax) > n[ fe) + f8— a), 
Газ? — at r) > 


ne fra. 
由 已 知 杀 件 可 得 

/nz ~ Каа), 
所 以 flar! — at > [шу а). 
设 任意 ,mr € R B z < W 


由 已 知 得 


x fe, = r) = ус + JO = ren) 一 Fen) о 
ADORE f) > fO, 
& OD EC, +e) ERER. 


所 以 arî rr), 
С Ge ayar — m < 0. 
因为 a<, 
所 以 I 


Мася сораса. 
[1521 #йг<а}. 
当 a 一 也 一 0. 即 4 一 一 他 时 , 原 不 等 式 解 集 为 


(r| r€ REx #— Ym. 
МЛ < a <O. — f < a 一 0 时 , 原 不 等 式 解 集 为 


[а> л). 


评析 本 是 利用 函数 的 单调 性 解 二 次 不 等 式 . 对 于 参数 a,n 的 讨论 是 本 题 的 一 个 难点 . 


Алы. 


1. (2008 年 全 国 高 考 者 1 理科 第 9 题 ) R A # & JC 在 (0, 十 c=) 上 为 增 函数 , 且 J(1) =0, 


иж Cn сонная со 
A. ‹-1,0› 0а. +0) B. 0, =D U 0D 
єч DUU. +) D. (6—1,0) U (0.1) 


2. 如 图 1-2 所 示 , 函 教 了 一 7) 的 图 象 是 中 心 在 大 志 , 焦 点 在 工 

ишин. ИЖЕ К FCD < /一 z) 十 工 的 解 集 为 ( о 
А. {т|—{#< £ <0. RÎ < r< 2 

B (z |-2 < + <— JF, RYE 


` П <E aZ єз! 
c 20,00 <ra} 


D. {zl < +< J.B x #0} 


Ф. 


3. 已 知 函数 (zx) 为 民 上 的 减 函 数 ,点 A( 一 1.3) 和 点 B(1.1) EE HER Е, S ORE 


的 反 通 数 , 则 不 等 式 | 2008 f ` (log. z) |< 2008 的 解 集 为 © › 

А. CLD В. (1.3) С. (2.8) D. (0,108. 3) 

A. (2002 年 北京 市 理科 高 考题) 已 类 OD 是 定义 在 (一 3.3) HRRK, HO <r <3 f 
f(z) HERIN 1 -3 所 示 , 那 么 不 等 式 осом <O HN KX Р 
Сэ 
z = AATF 

A. (-3.- $u on u (43) 

x (—{. 1)u oD U (5.3) 

с.с -D U (0, U (1.3 图 1-3 

p. (=з. -4)и oD Udy 


5. (第 16 局 "希望 杆 "高 一 年 级 第 2 kika) BER ODOC E R) 满足 ，/( 一 4) 一 


fO =0, 在 区 同 [0,3] 与 [3, +o БЕЙЖАЙ, АТ уо 一 0 的 解 集 为 (。) 
А. t> 4) U 4. + о) В. (4, DU (1,4) 
С, (= оо, — 4) U (一 1.0) D. (一 ,一 人) U (1,0) U (1,4) 
6. OR 13 BERR PRR 2 KD E i E JOD XER EHRE Kt HRRK 
HA A(0， 一 2),B63.2)。 则 不 等 式 ArtD |> 2 的 解 集 为 © › 
A. (= о, D U [2, +o) B. [2. +) 
С, (一 oo. 一 1 D. [3.+ со) 
теа) кс ав С > O HN AA Бка) ония ($. Ct 
Фара b> 2a). Ж SD * gU) > 0 HRY & 4 
ó 2 b 
B. C+--)u( +) 
b 
D. (z) 


8. (第 17 局 “希望 杯 "高 一 年 级 培训 题 ) 若 函数 OD 是 定义 在 及 上 的 奇 函 数 , 且 是 增 函 
HERE OE 民 , 使 不 等 式 fcos28 一 5) + (2m 4 asin) > O 恒 成 立 , 则 由 的 取 值 范围 是 
е 3 
А. т>$ B. m>2 С. 2<т<5 D. m>4 
9. соо 年 湖南 省 高 考 理科 第 12 题 ) 设 FCD gO) 分 别 是 定义 在 了 上 的 奇 通 数 和 信函 数 , 当 z< 
О кб + fay s gC) DOR z = 0. 则 不 等 式 f кс) СОЖ Ç › 
А. (一 3.0) U (3, + оо) B. C—3.0) U (0.3 
©. (eo, =3) U G, +оо) D. (os, —3) U (0.3) 
10. (#19 届 " 希 望 坏 "高 一 年 级 第 RRD wk EER ER Ло 是 展 上 的 奇 函 数 , 荐 不 等 


— P 


K fay > 如 НО СА ИТХ Ле САННЕ ( › 
А. {х\ха} B. 1а 
C. (= 12420) D. (а= 246 r< 
п. (第 18 局 "希望 杯 "高 一 年 级 第 2 试 试题 ) P.P 2 X £ R EHRE SO £ C 06.0] 
上 是 增 函数 ,着 O< f(zx' 十 十 1), 则 工 的 取舍 范围 是 
12, (2007 全 国 高 中 教学 联合 竞赛 江苏 赛区 初赛 题 ) P bat y= fD 的 图 象 如 用 1- 


т.а к (= 


Журт) fg — 6r + 200) <O ñ r HREM 3 


用 1-4 图 1-5 
13, (2006 PEM PRERE EAT AAMER RER ЛОСЄВ O 对 任意 
KEREK nor Лл) = SDH fD R FO EO +оо) 上 为 增 函 数 ， 则 不 等 式 
fon + f(r SELLE] 
14. 函数 f(x) 的 图 象 是 两 条 直线 的 一 部 分 (如 困 1 -5 所 示 ), 其 定义 域 为 [一 1,2) U (2, 
下 , 求 不 等 式 ус а-о > 一 2 的 解 集 为 
15. Бов OD 是 定义 在 (一 o0,1] 上 的 沽 函数 , 且 对 一 切实 数 , 不 等 式 Л sinr) > 
FO ло LE TET E _ 


2.9 ¥ зу жон ЛРУ) < LD, gy 


ТСО + fe 


16. HERKE ER /(x) RR fC) 


2 
fo) ОК >< 


17. KER FUND Eco. +o) БАЖ ЖШН. Е Ж /сх+ у) = ЈЕЛО) R fO) = 
一 1. 着 对 任意 正 数 了 有 (tlogt) + /(logst 一 logs*t 一 2) > 0 恒 成 立 , 求 大 的 取 值 范围 ， 

18. 定义 在 [一 2,2] LAME fOO 在 区 间 [0,2] жа SO m < /(m), 求 
тм. 

19. LBER FD ТЕЖ SLE REA GHD- f(D = (+214 Ds. R f(1) = 0, 


AH rE (оу)н.ж% ID ог 一 2 EKS. RRR a якн. 


го. ARSO RR I(E) [сз fO. B JOD FEA E. й x> 1 时 ,7Cz) >0. 8 


р „ 


FER: ло (е). 

21, жай y= OD RLER EH FER RK mn EH fimta) = fom + fO). R 
当 上 >>0 时 0< f<], 

CD RE OO) = 1.8 а гов fC) > 1: 

OD RAR FOF 一 4r 一 D。7Cr 一 1D) 二 1 的 + 的 取舍 范围 

22, 已 知 定义 在 民 上 的 函数 уо Н, O 对 定义 域 上 任意 的 zy 都 有 :f(z) + 
fO) = Су SSRDS ORR 


Q жа /(1)=- fen, 
CD EM: JOD ER 上 为 增 函 数 ， 
G) 着 /(3) Т.а Н ВАТИ OO /(-1—)>2, 


= 

23. 定义 在 以 上 函数 f(x) Nf Pe r. E ROR f(r+y) = fU fO. Rš r< 
оњ, > 1. 

CD EAS > O F0 < усу <I, 

D 判断 函数 f(x) MW PME 

(3) 如 果 对 任意 实数 r. ¥ fU) fO < f(ary) ER LR RR a HREM. 

24，( 第 15 局 "希望 杯 " 高 一 年 组 数学 洲 请 赛 议题 ) 最 小 正 周期 了 一 2 的 周期 函数 fOr) 对 
任意 实数 工 者 满足 等 式 /(2 一 z) = /(2 十 xz) ,县 [ab] 为/(z) 的 一 个 单调 区 间 。 

MEM: bas l 

(2) 已 知 [0,1] 为 函数 SD MARAE AHER r< 0. 都 有 SOO > О) ЖЖ 
等 式 /( 一 10.5) > f +6) 的 解 集 - 

25. ERRA ERE RAER (x) 同时 满足 以 下 3 个 条 件 ; 

@Фх>ов} fz) 20:0 fe = 2.0 МЕЖ min € В, ВЖ fmn) = f(m) + fO). 
设 集合 

А = {Cr | FBD + fay) < 24). 

В = {rw | f€) — ау) + f(3) = 0), 


с 


| JOD = Ley) а), 
着 ANB 天 所 且 AN C7, 试 当 实数 a 的 取 值 范围. 


„Ф 


52709139318] 


l. 定义 

PARCA EIC AE — PP REIR I 66 BOS FR. 类 似 于 函数 方程 ,下 面 给 出 "函数 元 不 等 式 "的 
жх. 
定义 ”含有 自 变 晤 和 末 知 打数 , 且 两 端的 表示 式 是 由 有 限 个 (已 知 的 和 未 知 的 ) 丽 数 与 变 
数 的 有 限 次 选 加 所 构成 的 不 等 式 , 称 为 函数 元 不 等 式 ,有 时 也 简称 为 函数 不 等 式 或 不 等 式 . 

下 证 不 等 式 是 两 数 抑 不 等 式 的 典型 例子 : 

Cauchy 型 丽 数 元 不 等 式 ， ADSD УСУ) Ф 

батта йй ЖЭ Са) (r), 

Schröder f i Ж: gl OD Zs): 

Abel 型 函数 元 不 等 式 ， gl FOD]B gD) Fcc #00 

Babbage WAUEEFR: үс >ы. 

其 中 gz) 表示 pO п КО. 在 本 书 中 ,我 们 总 以 сл) с) BRR M. 

这 些 函数 元 不 等 式 以 等 号 形式 成 立时 ,就 变 成 相应 著名 的 同名 函数 方程 . 

由 此 可 见 , 油 数 元 不 等 式 是 函数 方 程 的 一 种 推广 形式 ( 坝 数 方 稚 可 看 做 函数 元 不 等 式 以 
等 匡 成 立时 的 特殊 情形 ). 因此 ,如果 求 出 了 函数 元 不 等 式 的 通 解 . 取 其 等 号 成 立 的 特殊 情形 
从 理论 上 来 说 ,我 们 也 就 得 到 了 其 相应 两 数 方程 的 解 . 

2， 珊 数 元 不 等 式 的 解 

нисан анаи а ТКН 

定义 ”如果 函数 /(7) 企 其 定义 城内 满足 所 给 的 函数 元 不 等 式 .就 称 /(x) 为 该 丽 数 元 不 
СЕСЕ 

ЕЕГ ЕЯ 
问题. 所 请 解 函数 元 不 等 式 .就 是 在 某 种 假定 下 导报 函数 元 不 等 式 的 解 或 确定 不 等 式 无 解 的 


Ra 


过 程 . 

因此 ,函数 元 不 等 式 的 求解 事实 上 也 是 一 个 探 未 函数 解析 式 的 过 程 . 

容易 验证 : 两 数 元 不 等 式 四 的 解 是 =a" .一 1; 当 /一 0 时 ,本 书 第 2 页 中 丽 数 元 不 
等 式 加 的 解 的 全 体 量 所 有 的 凸 ( 回 ) 函 数 . 

冰 数 元 不 等 式 的 解 有 两 个 重要 特性 : 

其 … 是 在 怎样 的 集合 上 讨论 函数 元 不 等 式 , 它 的 解 就 完全 依 入 于 那个 集合 

例如 ,上 述 的 Cauchy MAREE FR 四 ,在 (一 ,十 ©) 上 有 连续 解 g(7) 三 ce 三 0, 在 
(5500 U (0, + EER pir) = aln | r I+ ce > 0.< 0. 

其 二 是 在 怎样 的 旺 数 类 中 讨论 解 的 个 数 或 解 的 性 坊 ,就 强烈 地 依赖 于 那 种 函数 类 

例如 : gz) = aln | z |+ сус < 0 J Cauchy Яй Ж ЖЛ D 在 (~ e.0) U (0. + >) 
上 不 连续 的 解 ,但 该 两 数 元 不 等 式 在 同样 的 集合 上 还 有 不 连续 的 解 g(z) = [In | r |+ ca > 
Ore 0( 这 里 [x] 表示 不 超过 工 的 最 大 整数 )、 

如 果 一 个 函数 只 是 某 旺 数 元 不 等 式 的 一 个 特定 的 鲜 函 数 ,我 们 通常 称 其 为 特 解 (不 包含 
任意 琴 数 ,但 可 能 含有 任意 常数 ): 如 果 一 个 函数 包括 了 某 函 数 元 不 等 式 在 - 定 条 件 下 的 全 部 
解 , 则 称 其 为 丽 数 元 不 等 式 的 通 解 (一 般 包 括 任意 函数 ). 

以 两 数 元 不 等 式 SA+ 1) > FCD 为 例 ,7(z) = x+e(e 是 常数 ) 是 它 的 一 个 特 解 ( 即 不 包 
含 任意 两 数 ) ,1(z) = 2r 十 gfsin2xr) 是 它 的 一 个 通 解 (包含 任意 函数 ED). 

如 果 一 个 函数 包括 了 某 个 甬 数 元 不 等 式 在 一 定 条 件 下 的 全 部 解 ,此 函数 就 称 为 该 咀 数 元 
不 等 式 在 所 述 条 件 下 的 全 解 . 

例如 f(x) = ar EREEREER f(r + у) > FU) + FCD {ЕЕ EM (0) = 0 时 的 全 
MMW. 

SE HM BLE KF ZON HEC, MEN E PIE и я. 其 解 也 是 多 样 的 , (EM W 
的 ,有 限 个 解 的 ,也 可 能 无 解 (如 : 不等式 f CD + f (= оу +1 СО EMD, 

同 "数值 不 等 式 "类 似 , 几 个 两 数 元 不 等 式 也 可 以 组 成 < 函数 元 不 等 式 组 ” 如， 

ПЕЛЕ 


{лю 


Eh R BCA PE M ERM R ОГГЕ 
[сос 


Jr+D = Lira- 1] 


ПЕЛА. 
W1 EM fOr + D 2 F4 2 TKR fe. 
M BN FUR FD TEV- LASOS r G >D. 


E 实际 上 我 们 只 求 出 了 函数 元 不 等 式 有 约束 部 分 的 解 ,对 于 z < 1, 已 知 的 哺 数 元 不 等 


„ %? 


式 对 ус) 没有 进行 约 东 ,因此 可 以 任意 到 值 , 也 可 以 不 定义 - 
如 下 面 的 函数 都 是 题 给 函数 元 不 等 式 的 解 ， 
аууш) 三 一 1 
(D FD 2 lr € [0 二 cc) 

(3) fay ж = lux € {0) U [1, + е): 


WD fO 


《5) f) 一 


1.221 


O у) 一 je ت‎ 


+r +3 
із 的 解 是 


解 ” 题 给 函数 元 不 等 式 对 上 一 0, 一 1 没有 约束 ,因此 /(x) 在 这 两 点 可 以 任意 取 值 . 完整 
的 解法 如 下 : 当天 0, 一 1 时 , 令 


M2 函数 元 不 等 式 21(z) + гус 1 


十 3 gD үз) > 0. Ф 


-1 + رل )ررد‎ = КАУ УЗ „(1 
a= moray TES + Cas N x E 


EHETE o (L) Ф‏ =( )ر + بر 
2x 四 一 四 式 ,消去 /( 工 ) 得‏ 
дю = зв r+ Fao 51) мясо > orzo1 四‏ 


当 一 0, -1 时 ,是 给 函数 元 不 等 式 对 /(x) 没有 约 东 .因此 /(x) 在 这 两 点 可 以 任意 取 值 
RER 
检验 KORRAD (L)- 22 
出 的 函数 FC 都 是 所 给 函数 元 不 等 式 的 解 . 
说 明 шуко = 0 我 们 可 得 题 给 甬 数 元 不 等 式 相应 的 甬 数 方程 21(z) + © (1 )- 


4 十 3 ge 之 0, 可 见 由 名 式 给 


Ba FS 的 解 为 (下 面 6,e 表示 任意 常数 ) 


зв -Šato 


D усо 


rt 一 0 一 1 
олот] = 1 


سک چ 
20 


2—32 


өл 
2-0 
үт? 
is parti ipeni 


ср 


змеев ажа ани. 
з PAD RAERD EFEK НИ а D< MENNA) 一 
а= 

N AFE AANE X 316 FEA ИШЕ ДЖ АС) 十 g(x) S 

r= БАТНИ РСТ ис 在 工 一 1, 一 1 时 可 以 任意 取 值 或 无 定义 . 令 
M+) = q+, Ф 

其 中 Мос < 0. 9—11. ФФ — ritr 

Wa- gC) = +n, Ф 


Ф.Ф 两 式 相 加 减 ,得 
1 z 


lp 1 
14400 tg Dlead = Ha-g a 
асо len = ry + [qt 4—09) 


кх) = — 
其 中 Val) S Or A Lyle т = 1 一 1 时 hz),g(z) 可 以 任意 取 值 或 无 定义 . 
说 明 需要 注意 的 是 ,h(x) ,g(x) 的 定义 域 可 以 不 相同 ,如 : 

b.z =—1 
hr) пата, 


ez 一 1 
orml 


部 是 函数 元 不 等 式 hz) + k(x) < 二 上 tw. 


可 见 , 表 数 元 不 等 式 的 解 , 既 可 以 用 不 等 式 形式 给 出 ,也 可 以 用 等 式 形式 以 函数 表达 起 的 
HRAM. 

例 4 AREER WOOD] 关 fO) 的 解 是 于 为 W(xz) 2 zs 不 少 人 会 认为 它 是 对 的 、 
而 对 命题 :*W(z) © WEAD] A /(x)" 更 是 确信 无 疑 , 并 用 它 米 求解 数学 问题 ,实际 上 这 


一 命题 的 成 立 还 需 附加 条 件 - 
Улу fo mt p LR ТУН WO = x 的 解 集中 "时 .如 ， 
反例 8л {7 TEZ .wz 一 工 ， 
1-1, rez Е; 


„1р 


жылгы 
D AAWO] = Û = fO. 
REW # тн Т/с] = Tr = fc 


正确 结论 : 当 y = f(x) 的 值 域 包含 于 方程 由 (x) 一 工 的 解 集中 时 ,尽管 有 W(z) > r. 
с] = JUD H y = AO ЯКЫ THEW 一 的 解 集中 时 ,有 W(7) © т. 
则 一 定 可 推出 WOUOO] 去 feo. 

两 数 元 不 等 式 WOO] A JG HME WD Z r. € D. 

ч D = ка, ЕЙ. ¥ DG RAMTE DD 的 补 集 上 .函数 元 不 等 式 W[/(z)] © JU) 
对 Wr) 没有 约 东 .可 以 取 任 何 值 . 

对 圭一 个 两 数 元 不 等 式 ,我 们 可 写 出 它 的 所 有 解 ,但 可 一 一 列 出 有 时 会 很 复杂 (如 本 进 后 
面 例 10 中 Cauchy 型 函数 元 不 等 式 : fa Fy) > fO) + fU) BD. 

为 方便 起 见 , 没 有 特别 加 以 说 明 的 话 ,本 书 下 面 均 约定 : 只 给 出 函数 元 不 等 式 有 约束 部 
分 的 解 ,对 于 没有 约束 部 分 的 解 不 再 具体 写 出 ,理解 为 可 以 "任意 取 值 或 无 定义 ” 

3. Ж C Ж 

OCE ESE М, E ETT SF E ИШ IRF. 函数 元 不 等 式 可 按 其 中 出 现 的 自 变量 个 
数 分 为 单 变量 函数 元 不 等 式 ( 如 Gamma 型 函数 元 不 等 式 等 ) 和 多 变量 两 数 元 不 等 式 ( 如 
Cauchy 型 十 数 元 不 等 式 )， 下 面 再 给 出 一 种 分 法 : 

D 按 元 分 

甬 数 元 不 等 式 中 表示 未 知 霄 数 自 变 量 的 字母 有 儿 个 ,就 称 其 为 几 元 函数 不 等 式 ， 

m (OHD OR- RARR IR S УСС СЖ У, 

(2) 按 阶 分 

丽 数 元 不 等 式 中 未 知 丽 数 经 过 儿 次 选 代 , 就 称 其 为 几 阶 丽 数 不 等 式 . 

ш, (02, -3 是 二 阶 码 数 不 等 式 . 

(3) ЖКА 

函数 元 不 等 式 中 未 知 函 数 的 最 高 次 项 的 次 数 是 几 ,就 称 其 为 几 次 函数 不 等 式 , tn CFC] 
了 (0 一 3 就 称 为 二 阶 三 次 函数 不 等 式 . 

OOD 按 坟 知 函 数 的 个 数 分 

按照 蝴 数 元 不 等 式 中 所 含 未 知 函 数 的 个 数 分 - 如 /[/(x)] 宇 x 一 3 是 含有 一 个 未 知 函数 
的 函数 不 等 式 ,/() 十 gty) 宇 f(x 十 y) 是 含有 两 个 未 知 丽 数 FOOD ,g(x) 的 函数 元 不 等 式 ， 

(5) 其 他 一 些 具有 特 吻 结构 的 丽 数 元 不 等 式 

对 于 其 他 一 些 具有 一 定 特殊 结构 的 函数 元 不 等 式 ,我 们 还 给 出 一 些 特殊 的 名 称 

4 一 点 说 明 

函数 元 不 等 式 和 是 数 方程 (含有 未 知 函 数 的 等 式 ) 都 是 经 典 的 数学 课题 ,许多 数学 大 家 都 
曾 研究 过 ,但 至 今 尚未 形成 完整 而 系统 的 一 般 方法 与 理论 . 然而 ,一 些 能 用 初等 数学 工具 解 次 
的 简单 函数 方程 和 函数 不 等 式 同 题 已 成 为 数学 竞赛 的 重要 内 容 , 儿 乎 每 到 一 两 年 就 有 这 方面 
的 IMO & CMO 试题 出 现 . 20 世纪 90 年 代 后 .两 数 方程 开始 涤 迁 于 我 国 高 考 数学 试题 ,主要 


Ф. 


涉及 解 函 数 方程 ,函数 方程 确定 的 函数 性 质 .两 数值 的 界定 等 三 类 ， 

而 更 一 般 的 函数 元 不 等 式 的 研究 , 尚 处 于 起 步 阶段 ,函数 元 不 等 式 理论 异常 复杂 ,与 肯 数 
方程 相 比 更 加 困难 ,所 以 我 们 的 研究 步 胜 维 艰 ,虽然 获得 了 一 批 有 意义 的 结果 .取得 了 一 些 有 
价值 的 成 染 , 但 并 林 建 立 起 系统 的 理论 基础 . 

特别 是 函数 元 不 等 式 在 数学 的 各 分 支 和 自然 科学 乃至 社会 科学 的 许多 领域 内 意 想不到 
的 ,美妙 的 应 用 还 有 待人 们 发 现 ,只 有 这 样 函 数 元 不 等 式 理论 才能 得 到 较 大 的 发 展 ,下 面 给 出 
我 们 研究 取得 的 一 些 初步 成 果 , 以 抛砖引玉 . 


例题 分 析 


MI 求 函数 元 不 等 式 
ez + у) > 2008/01) — 2009 f( y) ® 
在 实数 集 民 或 其 予 集 上 的 两 个 特 解 . 
解 FFD 一 cl 常数 ) 是 丽 数 元 不 等 式 O 的 一 个 特 解 ,代入 O 得 
< > 2008e — 2009c, 


FELA c 220.1 fC) = сес 0) 是 中 式 在 R 上 的 一 个 特 解 
HOD = x4 Û 是 函数 元 不 等 式 的 另 “ 特 解 , 则 代入 O 式 得 


r+y+ 


> zos (=+ $) 2009(9 + 4) 


BB 2007r - 2010y — 1 


1 

у=т++ 

解 方 程 组 2 
2007 — 2010y 


1 
可 见 /Cr) = r+ € 


+5) фк. 
故我 们 已 求 得 函数 元 不 等 式 O 的 两 个 特 解 为 


= e -:+1 f 19%, +e 
fin = «с> ef) = ++ ге [- 99 ). 
例 2 fO) = r.r€ Den € N NW OD 是 否 为 函数 不 等 式 
коа >1 Ф 


的 一 个 解 ? 如 旦 , 求 出 定义 域 D; 若 不 是 ,请 说 明理 由 . 
М FID 是 不 等 式 中 的 解 ,等 价 于 
ажа ют ° 


HW. 


当 " 一 1 时 .四 式 为 1 > 1, 矛 盾 . 
Mn > 1 时 , 令 : 一 一直, 则 加 式 等 价 于 


СЕБЕБ ® 


ат) аа ена е 


коо =( жа ( у uta ( т) еи ко Вто, со верна. 


Феб > (4) ег > tefe > 了 =z> 1 或 z<<0. 
可 见 ,此 时 OD 是 不 等 式 Q 的 一 个 解 ,定义 域 D = С 10) U A. +), 
Ел = 1 时 ,Jr) 不 是 不 等 式 四 的 解 ; 当 " 盖 1 时 ,J(z) 可 以 是 不 等 式 由 的 一 个 解 、 
Дехи D = (= 0,0) U O, +o, BRIER D'ORE + € D', 必 有 (1 о € D. 
例 3 (1994 年 亚太 地 区 数学 奥林匹克 试题 ) 设 了 是 有 一 只 的 函数 , 且 
(D 对 于 任意 х,у € В, + /Су) +1 > fOr + у) Z fU + fy): 
《2) 对 于 任意 ze DA AO = ИС) 
-fD (1) = 1 
求 出 所 有 满 是 条 件 的 函数 /. 


м 从 (1) 和 (2) 可 得 21(0) 二 1321 人 二) 


但 由 (3) 可 知 УСТ = 1, 因 此 上 式 可 化 为 27(0) > 0 > AOAN AO > 0 2 оо), 
fe) = 0. 

再 由 (2) ,对 于 任意 上 E (0,), 有 С < o. 

fe z € (0,1) 使 ftz) < O, f 一 x) 三 0, 从 而 由 (1) 可 得 

I> f+- y+ SfM = 1, 

季 盾 ,所 以 ,对 于 任意 + € [0,1) ,都 有 /(z) = 0. Ф 

由 (1) 得 ,对 任意 的 Є REH f(r 0) > fu + f(D = fen +1, 

又 由 (1) 和 (3) 可 得 ,对 任意 的 + € RBA 

fen > fast D+ f(D = fur = 1. 

由 以 上 两 式 得 ,对 任意 的 € RH f+ D = fn + 1, Ф 

由 加 和 名 可 得 ,对 任意 的 = € R, 有 fe) = 1.0027 表示 不 起 过 的 最 大 整数 ). 

例 4 (第 53 司 罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 竟 夫 试题 (第 一 内)) КЕН Sgh: RR 一 
RR, 使 得 对 任意 实数 r. A 

(z— у) Са) + ВС) — ry + у Ау) < (r — y)g(z) + h( r) — zy + у Ф 

м AROG- < (х— кб). B FD = к\т) MPU KE r RS. 于 

是 ,有 


=. 


(D SA + fO), 


(r— Df + (л) — zy + у = һу). 
,得 MK) 一 时 一 /CO0)y 十 4(0), 即 大 是 一 个 二 次 函数 .定义 /(0) = a,h(0) = 
—ау+в А.Ж 


Се уус + مه ¬ و‎ + ryty = y ay +b, 
W Cree )fGn + (r= y) (к уда = 0. 
由 于 了 \y 是 任意 实数 ,所 以 ,1 еза, 


ah 


经 验证 ,/(z) = gU) = ттар, Фара тек 

MS (2007 年 第 39 ж» } жк # RHE LRA) 设 f 是 一 个 实 值 丽 数 , 且 对 任意 实数 
z. f 

fay) + /Су— r) > fyt т) Ф 

D 给 出 一 个 非常 数 的 满足 条 件 的 多 项 式 /. 

《2) 证 明 ; 对 任意 实数 ,有 /(x) > 0. 

М CD 设 = r + 4, 

fa) + уа) = fyt) 

= (ту ЖА) HOD HA yH —4 

= (ду)! — tay +4 = (ry — 2 >20 
所 以 с) = а? 十 4 就 是 符合 题 设 条 件 的 一 个 解 . 

(2) Ф г.у ry = rty Per- Dy D = 1. Ф /‹у— r) >> 0, 即 


Лу 0] 20,4 y- = 1 жо (т 


-e- D]. 
4u= 


— (z= DIN u € (co, + оо) fa) > Ou € R. IB Vz € RA f) #0. 
H6 《第 9 届 中 国 中 学 生 数 学 奥 林 匹 移 冬 今 营 斌 题 ) 求 适 合 以 下 条 件 的 所 有 函数 / 
[1, + oo) = [1, + о), 
аз fe) < (r+ Di 


D {сеж = Hfr = 11. 


EM BRAR /(z) = r+ 1 为 所 求 的 一 个 解 . 
下 面 证 明 С) = r+ | 是 本 题 的 叭 一 解 , 即 证 g(z) = fC) 一 (x 十 1) = O MSE. 


1< ADLAD 
事实 上 ,我 们 可 把 fn 的 条 件 | rt p D] 


,转变 为 g(z) 之 条 件 1 < б) 十 


ормар аа = Шар 


В-ти) 2+1, 


r: 


gr D = ШӘ HEC + Hat = 1 (r+ 2) 


[gOF + 2F+ DUD (Гас + r+ z+ 2J 


matb 
ED катат 


Mith r- 1 gD LHR RO |< r+ 1. 


注意 到 gO + r > 0, 所 以 有 Atz) = 


|= letz+D1 зї тж! raD , 
AMR ЫДЫ тз т+ © r+ 

于 是 由 | gC) |< EM Û g(r 二 D1 十 1 

从 而 有 | коо) 1 TEED, нж рр gr + |< ОАЖ g | gn l< 


т? 


r+3 


r+ Dr +2) 


ia WERB. | &(z) F 是 | сао |< 


ТРЕТА 
АЕ SaDa TIT D r+m+I 


由 数学 归纳 原理 .对 - 切 正 整数 都 有 | 8(7) | 三 


Ik n = оо ЕНЕН | OD |< OLB ба) 一 0 便 成 立 . 

这 就 证 明了 С = z+ | 为 唯一 解 . 

评析 此 题 由 不 等 式 与 恒等式 给 出 ,在 证 明 过 程 中 ,反复 应 用 不 等 式 进行 估计 . 当然 ,此 
题 的 解决 在 于 看 出 FOOD = 上 十 1 然后 利用 不 等 式 估计 ,得 到 f(z) 一 (z 十 1) 二 0, 并 利用 了 
n e ео 时 取 极 限 的 技巧 - 

例 7 (第 4 局 中 国 中 学 生 数 学 奥 林 匹 先 冬令 营 试 题 ) 设 / 是 定义 在 (1, + EHE 
(O. 4 o) 中 取 值 的 两 数 . 满 趾 条件: CHEE rey > 1 及 wu 二 0, 都 成 立 


fry) < f fto Ф 


ЕГА 
M ЮФЬ лж. $ r= y = v= тн 对 所 有 
2> SURH СР < f' са). 
жа} r Je < f fed и, SOD > fO MDM D 1м > 0,88 
有 Fa) = ten. 
Mac ea = еВ) roo = 700). 


Фа f > lar e ef fer 
下 面 验 证 这 样 的 函数 确实 满足 要 求 、 


Ra 


HEN ry > 1K ura >0. Ы fry) 
1 


ARES < + hy 
uly)" > 0, 当 然 成 立 。 

所 以 {огуз = ан = nN. 

说 明 “ 当 所 给 的 函数 元 不 等 式 含有 较 多 的 变量 时 ,党 前 先 将 它 化 为 一 个 变量 的 函数 不 等 
式 , 再 利用 不 等 式 的 证 明 技巧 来 处 理 这 类 问题 . 

例 8 (2005 年 罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 试题 ) 求 所 有 的 函数 [: R 一 只 ,满足 以 下 两 个 条 件 : 

D alfet D= AD] = f(z), 对 所 有 的 7,y € R; 

D 1560) FD |S r~ y | ,对 所 有 的 zy € R. 


м Fr>OnE NCD RIED = [D plato = Ла 
=+ ЕЕ: 


Taga inn + 2wlnriny + Ciny)? > tlnzlny 即 (dnr — 


с Убу н) |= 


колда - 
алол [2 - 2] 


对 所 有 的 zy > 0.8 n € тї. 

所 以 存在 一 个 实数 人, 使 得 7Cz) 一 kr ,对 所 有 的 x > 0 йй. 

类 似 地 ,存在 一 个 实数 人 使 得 FC = ,对 所 有 的 二 0 成立 

жє og t D = CD 可 推出 一 大 

因此 fU) = 条, 其 中 ,RE RR (k |< 1. 

例 9 给 定 一 个 实数 人 ,确定 所 有 的 函数 R- ,使得 对 于 任何 y € 有 ,都 有 fC + 
2ry+ у) = (r+ у) + УСО] Ж | fy = kr ISI |. 

解 由 古 意 得 ,对 于 任何 xy € RBH 


азаа, š 


<l=- yl, 


Лоу) = (r+ [fen + fo), Ф 
及 усю -ell zr- Di. ® 
ERO Фа = y= 08 
fo) =o, @ 
ER O 中 取 y = 0, 并 利用 式 回 得 
JOD = afad. Ф 
由 式 O 易 得 
ау) = f >) = Fn) = ауса. 
FESO =— [сост #0. 
再 结合 式 O 得 
f(D =— fu. @ 


由 式 ® ш ус) 为 奇数 , 故 只 考 虚 = > 0 的 情况 
由 式 O RID — PD i. 


Ф 
Ф 
П 
ERD PP r HÄ HAR O 
| 时- ® 


= O. f(z) = kr (r > 0), 


WAR O.D HSO = kr. 
显然 ,上 式 满足 题 中 所 有 的 条 件 . 
故 本 题 的 解 为 Kz) = kr(z € R). 
例 10 Ж Cauchy 型 函数 元 不 等 式 ftz + y) > Со + fO) 的 解 . 
说 明 在 文献 [2 - 3] 中 ,法 国 数学 家 柯 西 (Cauchy) 研究 了 两 数 方程 
fO HID = {+ у), Ф 
得 到 其 连续 解 FUND = arsa € R. 
因此 ,人 们 通常 将 两 数 方程 称 为 柯 两 函数 方程. 
类 似 地 ,我 们 把 两 数 元 不 等 式 
ежу > fu + fo) ° 
HR hl N (Cauchy) ар. 并 把 定义 在 实数 集 RRR FR D 上 , 且 满 足 不 等 式 
ОЮМ f(x) , 称 为 函数 元 不 等 式 O 的 解 函数 (简称 解 ). 
笔者 在 期 刊 全 文 数 据 库 中 进行 了 检索 ,并 翻 查 了 很 多 的 数学 文献 资料 ,没有 发 现 有 论述 
两 数 不 等 式 四 的 专题 文章 . 但 第 15 届 (2004)- 希 望 杯 "全 国 数学 竞赛 商 一 年 级 第 2 试 第 10 厦 ， 
给 出 了 函数 不 等 式 四 在 [0. +оо) 上 的 2 DEEN. 
ЖШ. 已 知 集合 M 是 满足 下 列 条 件 的 函数 /(x) 的 全 体 : 
CD 4 z € 0. + со) вї. ВА MEARE: 
(D 对 于 任意 实数 wz € [0, + =) Н fO HD > f(s + f(D. 
ERR С = т.б) = 2 — uf = Intz+ D 中 ,属于 MM 的 有 Е: 


f a 


А. f(D M С 及 лсо Со 
©. fel) 和 万 (z) D. AVAD M АС. 
解 显然 ,三 个 两 数 部 满足 条 件 (1);/,(z) 显然 满足 条 件 (2). 
fil = 2 一 1 满足 条 件 (2)2™ 一 1 三 2 一 1 十 2 一 1 
27 2. 19000-0 22-1 
因为 2 => 1A ER ERR, J.C) = 2° 一 1 满足 条 件 (2). 
fila) = nirt D 满足 条 件 (2) 
аба D > InG + D + Ine + De9lnG + r+ D > аба +s qap D 
此 结论 显然 是 错误 的 , 故 fC) = In(r+ D 不 满足 条 件 (2). KECA). 
这 一 竞赛 题 给 出 了 函数 不 等 式 O 在 [0, +оо) 上 的 2 RRR: f(D = то) = 
r-i. 
事实 上 ,结论 是 丰富 多 彩 的 ,函数 不 等 式 四 还 存在 各 种 各 样 的 解 , 并 与 定义 域 关系 密切 ， 
其 解 的 个 数 是 无 限 的 解 函 数 可 以 含有 一 次 函数 ,二 次 函数 .绝对 值 .三 角 丙 数 . 根 式 和 高 斯 十 
数 等 ， 


OR БИН. [O = rifi) = 3r— f(a) = 


证 明 m. 

加 R 上 含有 绝对 值 的 解 f(z) = 一 | zl. 

EM 由 | z+y| 志 1z |+1y| 易 证 . 

ОАЖ. fC) 一 一 | sinr |. 

证 阴 因为 | sin(z+ y) | = | sinrcosy+ sinycosr | <| sinr “| созу |+] siny | | cosr 
| sinz | 十 | siny | 

所 以 一 | sin(z+ y) 122 (一 | sinz |) 二 (=| siny |). fer + у) 2° f(r) + fe). 

Фк АЖАМ. f(z) =— TFT. 


EM VTzT+ y= Vizit yiti /TyT 
> alH yl > /izr+yT 
ШИЖ 一 1, 即 得 Cr 十 >) 2e FO) + fU. 


加 R 上 含 无 理 函数 的 复合 解 : f) 一 一 VT x 
EM 应 用 外 ,四 中 已 证 明 的 结论 : 

1 sinz [+ мау] > sinr ГЕТ siny 
两 边 同 乘 一 1, 即 得 fH > fD fO. 
O Го.) ЮЖНИ. f(D 一 r. 
EM ЧЕВЕР зу = r Hy оуу 
即 /‹т+ у) > /бт)+/Су). 


засу Т, 


„Ф 


Ф 10. + =) 上 含 轩 函数 的 解 : f(z) = Jz. 

EM 对 于 任意 的 非 负数 гу Vy = Vr + = Vz+y+2 уту > ИТУ. 

两 边 同 乘 一 1, 即 得 f(x 十 > fU + fe). 

® R 上 的 不 连续 解 : /(z) 一 [7], 这 里 [7] 是 高 斯 函数 ,表示 不 超过 x 的 最 大 整数 

EM х= Са iry СУЈУ) ,这 里 0< {х}< 1.05 (у) 1, FR.OS (r)+ 
(212.990 

[x+y] = [[zl + [y] + rt y 

M f(rt у) 2 f(z)+ fO). 

结果 是 五 彩 缤 纷 的 ,一些 结果 还 可 推广 到 一 般 情形 ， 

O 的 推广 : RR 上 的 一次 函数 解 : f(z) = ar +bb < 0) 

EM /‹т+у) = а(т+ у) +b = f(z) + fO) —b > f(r) + /Су). ® 

OO 的 联合 推广 : R 上 含有 绝对 值 的 解 ，F(z) = 一 | "s € (0.1). 

EM 当 z= 0, 或 y 一 0 时 .显然 成 立 . 

当心 关 0 时 ,| zl+lyl>0, 且 0< 


对 于 a € (0,1], 由 于 


Malty] +E (z)+ {у}] = 157+ Ly]. 


<1,0< = <1. 


Iyl 
zit yi 


а'‹о<а< 1 виж. Ц 

с del y dr (| ү 
< (тетт) Tr (57157) 
两 个 同 向 不 等 式 相 加 ,得 


ү‏ ارا lal ү‏ ارا 
THT TET < (rr yT) + (Tey)‏ 
darty D‏ < او ا+اzا)‏ > ш‏ 
WEIR — 1. /ст+ у) > fe + усу).‏ 
O 的 两 个 推广 ;‏ 
CD [0, + °) БЕН /(z) = ra € (1, + =.‏ 
TA му 一 0 时 ,显然 .‏ 
MW xy > 0 时 ,由 eeE а, +оо),‏ 
两 个 同 向 不 等 式 相 加 ,得‏ 
2 
р Cr+y) > ежу‏ 
PIE ус +) > уса) + fO.‏ 
CID [0, +оо) 上 的 连续 解 : /(z) = ar? + hr +с,с<0,а>0.‏ 
EM “对 任意 的 非 负数 ry f+) > S+ Муас ary ,后 一 不 等 式 显 然 成 立 、‏ 


Ф. 


zl 
Тату 


名 的 推广 R БАЗЕНИ о =— ze € (0,11. 

EM SEED NE 

O 的 推广 : 及 上 的 不 连续 解 ，F(z) = az] + Me > о,ь< 0), 这 里 [xz] 表示 高 斯 函数 , 表 
示 不 超过 工 的 最 大 整数 . 

iE №. 

除了 上 面 已 给 出 的 这 些 解 之 外 ,函数 不 等 式 @ 还 存在 许多 具有 特殊 结构 的 解 函数 ,下 面 
再 介绍 一 些 笔者 研究 得 到 的 结论 ， 

1 具有 特殊 结构 的 单 变量 解 孙 数 

O REFEN, со 一 一 让 下 ,这 里 0 一 os 

ши 对 任意 的 实数 zy, 根 据 不 等 式 O. 


IF] 


Trl Fy 
«гну ے‎ 
IF z+ 


э1-ү; 
a 
ту" 
PAR — 1, f + у) >> fC) + fe). 
киңәя 点 不 可 导 的 指数 形式 的 解 fC) =a" 一 1,(0 < a< D. 
EM Роса, оа" < la а ,于 是 
Katy) = 


=- 


= (al! =a” — D 4+ Са — D + (at — 1) 
> (a ба —1) = fe) + fO), 
等 号 当 且 仅 当 z = 0 或 y= 0 时 取 到 . 
E 根据 罗 必 达 法 则 


im LB — lim® Ina, 
m A _ 
所 以 Ба „лә үш fO {ко джи. 
一 bz 
四 R 上 无 处 连续 的 解 ，/(z) 一 ачый 


工 是 有 理 数 
EM Mr, y аа f(r + уз = O, f(z) + fy) = 0, 


Гу = f(r) + fs 
31 АР 


M ry MEERN, r+ y 可 能 是 无 理 数 ,也 可 能 是 有 理 数 ,所 以 f(x 十 y) = 一 1 或 0， 
ою + fO =— 200 f(a + у) > f(D + fs: 

моу 一 个 是 无 理 数 , 另 一 个 是 有 理 数 时 .x 十 y 是 无 理 数 ,f(z 十 》) = 
=LA + у) = fo) + fe. 


La + fo) = 


N -l EKER 
f(z + y) fo ме 
BL. fOr + у) > f(D 十 f(y) 便 成 立 , 说 明 yG алак 


是 不 等 式 加 的 一 
个 分 段 函数 形式 的 解 , 且 它 无 处 是 连续 的 (证 略 )- 

O R 上 仅 在 一 点 连续 , 且 无 处 单调 的 一 一 对 应 的 解 
ay = TERKO] 中 的 有 再 数 

1z 一 2 是 区 间 [0,1] 中 的 无 理 数 
证 明 (1) 当 z,y 都 是 区 间 [0,1] 中 的 有 理 数 时 ,7+ y 是 有 理 数 ,所 以 
Saty = а yf) + f(y) == z= у, 

显然 有 /fr 十 区 = fü) + fs 

CH) S хоу 都 是 区 间 [0,1] 中 的 无 理 数 时 ,/(z) = 工 一 2,7(y) 一 ?一 2 

荐 x+y 是 无 理 数 , 则 rty) = r+ y~ 2f + fo) 一 (z 一 2) 十 (y 一 2), 玫 1(z+ 
» > ус + fO BRL: 

# 十 y 是 有 理 数 , 则 Cr+) =— (rt y). 

Су) JOD = fU =— (1+ y (т—2)— (y= 299 2[2—(х+у)]>0. 

Ж fr +) > fe + fs 

(H) 当 z,y 一 个 是 无 理 数 . 另 一 个 是 有 理 数 时 ,z 十 y 是 无 理 数 ,1(z 十 y) = (еу) 一 2 

До) fo) =— z+ (y= DR JOD + fU == y+ (r D, BN 

[се + у) 2 fun + fO) BRL. 

综 上 ,对 Vary € [0,1]. f(r + у) > fU + fO) 成 立 , 即 OD 是 不 等 式 回 的 
个 解 , 且 它 是 无 处 单调 的 一 一 对 应 函数 , 仅 在 一 上 一 z 一 2 即 工 一 1 一 点 是 连续 的 证 略 ) 

OR 上 含有 抽象 函数 的 解 : 函数 fU) = лт) € К.Ф gr E R 是 递增 
mm. 

EM ror ER йл < r + 

hagr ER 是 递增 函数 ,得 Сл) 


<= + 


Cr +z, 


gz) < gn + z) ,因此 有 


fu) < fen +) 

жоо ат ° m (r а ГС) < r f(x +x, 

Lad ے‎ а tn) Gr tn) fun) S z fO, + z. 
两 式 相 加 得 ， 


Cr + ж/а + сє, + х/б) S r Кау + n) + za fC + r) 


(a +a [FORD SADJE (е ti) fn + т) 
% 32 


因为 z ¥ xı ОШ fer.) + fa) < fen + zo. 

O [,+e) 上 后 函数 形式 的 解 : g(z) 是 定义 在 [0. +0) 上 可 微 的 下 凸 函 数 , 则 Со) = 
gU ко 是 丽 数 不 等 式 O 的 一 个 解 . 

EM 不 妨 设 т< y, 利 用 微分 中 值 定理, 则 有 

Baty) gO) = gOTEE [у.г+ у] 
кб) = gO) = g (Dr. € 10.5] 

由 于 к\з) 是 定义 在 [0, + c0) ЕЮГЕ ВТШ gC) > O. ст) 是 [0, 十 <) 上 

йан WL. < 得 р < f (D.C + у) — gO) > gG) gO), 
[к\т + y) — 002) [ey — к‹0›] > к\а) — gO) 

m Faty) > f + усу). 

O 闭 区 间 [0,c] EARR: 

设 FCD 定义 在 [0,2c] 上 , 且 满足 f(0) = 0, 7с) > о, fC, € То.) 
加 的 一 个 解 

EM hug. 在 [0,2c] 上 可 导 , 且 / CD 单调 递增 ， 

НЕ O < 1< yS c0 < r+ 

Ф ки) = fut D — f= f(D 

则 в = раъю f(D 

N CD MRM yr > O, +r > BRL f UHD > f CD. F Са) 20.80 FO f 
调 增加 ,于 是 对 = € [9, 习 ,有 FO) > FO = 0 

ш fir +) > усо + fo). 

O 在 文献 [3] 中 第 371 ARAR FRPR: 设 /是 区 间 [0,c] r r HEE, 
着 对 Vasy E [0, 中 ,都 有 FCD + fU < fOr + yD MERR ГААГЕ. 


容易 证 明 : 着/ 具有 起 加 性 , 则 丽 数 A ,+ То.) аже O BTW. 
O 0.1 上 的 积分 解 ， DSLR B gz) 在 [0.2c] 上 单调 递增 , 则 对 任意 的 >E (0,0), 
ро, f(D = ar ++ [кора ERER ®®—1м. 


EM 由 于 &(z) 是 [0.2c] 上 的 单调 递增 函数 ,对 任意 的 0 去 < 一 ySc, 有 0 一 十 ys 2. 
ка +з) > «(D.1 Є [ovc] 但 成 立 . 


Uf кч+ оё > асова | cna 


FE [awat [сода oas Гада 


az +) + f gende > ar ова + f gear. 


即 Faty > [со + fU. 
O [0,+c) 上 的 积分 解 : 设 可 积 函 数 g(x) 在 [0, 十 一) 上 单调 递增 , 则 对 任意 的 re Го. 


„Ф 


HDL OMR fO = ar ++ | godi 是 不 等 式 加 的 一 个 解 
EM EO h4 c+ o, TER O. 
2. HARRAH LEENA 
上 上 面 讨论 的 是 单 变量 的 解 函 数 ,下 面 给 出 几 个 多 变量 的 解 - 


为 方便 起 见 , 下 面 设 X = Grr) = Cyn € N' ,不 再 一 一 加 以 
й. 

四 C 上 的 解 : f(z) 一 一 | z 1. 

证 明 由 +I = 121 = += | fg f(z) + fa) < fz +z), 

这 一 结论 可 推广 为 ， 


i X.Y € МУ =] X | 是 不 等 式 O 的 一 个 解 . 


o roo = Ца. ) 是 不 等 式 四 的 一 个 解 . 
EM XO + FY) < fCX 二 六 就 是 著名 的 忽 得 尔 不 等 式 . 


O ШХО) У = oya AHY = (л, + у, элу + уэл, + у, К л, > 
Ory, > 0м = 1,2,3. W 


МХ = Vantaan + хут, 是 不 等 式 名 的 一 个 解 , 即 满足 不 等 式 ; /(X 十 Y) 
fe). 


FHM MRT = i 一 мй. 
EM /(X+Y)> ЈОХ + fCY) B 


= hasr > 00 = 1,2, 


кою+ 


Мт + у (а T ж CE F ys) Cr FF Ca + yy) (Z, + у) 


> түл T nn + хут, + Ууу T 
两 边 平方 后 , 知 其 等 价 于 

ж С» + yı + ж С», + + ж С» x) 
2 2 Vin T жулу T зал * VW T у» + УУ @ 
i ash sc A, Ж ДАВС, = 1.2) 的 三 边 和 面积 ,av > 0, 则 着 令 a та = 
Уз Th = Tw = c = Vx T у, th f JUN ВА ЖГ Vara: = 


+ Уу» Кж» TS ,于 是 代 人 笔者 在 文献 [9.[35] 中 证 明 的 不 等 式 ， 


ty 


Ааа + Arb Hace 24 Vii Fih РАА, * VAA 


等 导 当 且 仅 当 AA BC o SABC.‘ Ey — р 一 р 


2 Vi T AA, T AA Муу FN FN 


ийй. 


PIREA, Co Fn +A С» + DFA С» + 
它 与 不 等 式 O 是 一 样 的 . 


E 


O 在 文献 [4] 中 介绍 了 支撑 不 等 式 : 设 集合 DS R' 是 一 个 锥 . 即 对 所 有 的 XE DA 二 0. 
都 有 MX € Di 若 FAX) = Af OO WEK S ERKEN. 正 齐 次 函数 了 是 西 的 , 当 且 仅 当 对 于 
AE D PRAHA X.Y FOX + Y) < OD + fe). 

这 说 明 凸 的 正 齐 次 函数 /一 定 是 不 等 式 O 的 一 个 解 . 

需要 注意 的 是 : 求解 丙 数 元 不 等 式 得 到 的 解 函数 .如 果 求解 过 程 不 等 价 ,就 不 一 定 满足 
原来 的 函数 不 等 式 .如 ， 

Ë f(r + y= fGr) — fu) = Малу Є Reg(rvy) =0. 

对 Vry E RARE gery) = gy.) >0. 

易 知 对 Vry € RAE KCrO) = (0.y) =— f(0), 

fart yD fer) — [/Су) = fe0)3= кх. у) + /60) = бло) 一 5(r0)， 


f+) = feo ED- fo) 


Фуко fr) — f(0) = 
由 此 可 得 


fen аро + f 


Ж Стоу) = ay ,得 OD = r 是 函数 方程 
Жс + у) ру — fO) = greys 


HW EH DRESD 一 x/(0) + т^ + с, ERE Ж ЖИН. BERAT RR. 


«аа. 


L 0007 PER FFE Жай) EE am O уо = rO f) =1—г, 
O FD =| nel (- TP< r< FOI = zti parat (ER) Тло 


Е) 的 函数 的 个 数 有 € › 
D.4 


A.1 B. 2 
| 为 无 理 数 


(олон ЕЕ НА Со xf(z) 的 函数 8(z) 是 


соў 


2. 设 /(z) = 


А. к\т) = cor B gr) = r C. во = r D. gD = 1 
3. (2006 44055 Ф #4 Ж Жа ани) 集合 M 由 满足 如 下 条 件 的 函数 
ГО) 组 成 : B n.n € (RHR | fCn) 一 f(z) l< 4 |z — r |. TA 8 RK f. Cr) 


„Ф 


27 十 5,fi(z) = VTzT, 以 下 关系 中 成 立 的 是 c › 
А лем, єм в f, € M.f. € M 
C. fi € M.F, € M D. лем. € M 
4. 着 fe) = r+ lar € ооа] R 8 8 £$ Saty) 2700) 一 37(y) 的 一 个 解 ， 
则 实 独 a 的 取 全 范围 是 соў 
А. {—2} C. [一 2. 十 ce) DR 
5. (2006 年 浙江 省 高 考题 改编 ) BK f: (1.2.3) 11.2.3! Ж Ж Сә) 2 f(z), 则 这 
样 的 函数 个 数 共有 £ 
A1 B. 4 个 с. вА D. 104 


в. (WI 属 * 硕 望 杯 "高 一 年 级 第 1 议 第 25 题 ) 函数 y 一 fC) RIREO, оо), 
МСТ АТХА ФЕИ ror BH Sa) + f(z) < (5) as sn 
个 满足 条 件 的 (不 同类 型 的 ) ERMA. 

1, 是 否 存在 函数 Si 民 一 展 ,使 得 对 所 有 的 七 民 新 有 SGD- Со 实证 ,并 且 对 不 同 


WM 1 € REK FCD 也 不 相同. 
8. 已 知 定义 在 全 体 实数 集 只 上 的 函数 1(z) йл, O 对 任意 工 E R.0< S) Саба Ж 


иж О леж тує R TOT > (2). Жай, ус) а-на. 

9，(1994 PBAPP LER ЖШ. ВКЛ) 都 有 定义 ,内 СО 
огуз) ERR A= lal f(a) >a) жей. Ка АЯЙ. 

10. 定义 在 实数 集 民 上 的 函数 f(D 与 g(x) AE: 


CD KO = 0; 
(2) 对 任意 实数 ry BA gay) > Су + RODEN. 
ЖАБ. POO + С) < 1. 


п. җани ак fi мма гем BA SOD] a. 

12. KID ER EREK, S(O) = 1, 且 f(r 十 y) Z f(r) f(y). K t fO. 

13. EXER наж SODAR: ао fur + 3) > fay АЖ fe. 

14，(2007 年 北京 市 高 一 艇 学 况 委 试题) 已 知 一 次 通 数 FC = ar+bMf 00 ry € 
Гол) Wan I FCD + FD зу |< ажан re. 

15. 《第 48 & IMO 预选 题 改编 ) FER /: R* 一 R* ,使 得 对 所 有 zyE 有 .有 /[х+ 
Ру) Уту) + fO. 其 中 ,及 HERRE. 

16. 0994 年 IMO ян) 设 民 Жжж ЕЕЕ Же. ояк. ЗАЯ 


ў A x p+ 9 
жай f: R ARERR AAH z yA SDD > GUT + gl. Ф 


аф „ 


17. 设 FD 为 二 次 函数 , 且 f(0) = 12 
gG = Z fe. Ф 
#&(х+1)—я(х) 227. © 
RIOD 与 кс) 的 表达 起 - 

18. (2006 年 清华 大 学 自主 招生 才学 试题 ) 已 知 (zx) AR: NB ab A а = 
af (b) Hof а) В 1 f < 1. FIDE NE. CARH FH: 着 lim&(z) = 0, | f |< 
M.M 为 一 常数 ,那么 lim[T(z) ябгу] = 0) 

19，( 第 26 RF HR FERRE A II айта BERHE EK f: RR, Пл — 
WH х,у € RAR F$ Ж /‹т+ у) + f(y + z) + f(z + т) Z 3f(r + 2y + 32). 

20. 已 知 函 数 DER 上 有 意义 , 且 满 足以 下 两 个 条 件 : 


DADER йан fC) > Š 


Фак tma re о 2] 


DSIDA: 
(2) 给 出 一 个 满足 条 件 的 函数 f(x), 并 加 以 验证 . 


т. 求 所 有 的 函数 太 к-п, нж А E уар Рн) SOSO > 
T Ф 


22. айу к-к AREH ERr yuvER ak (Z+) 


uf + 
ЗА 


23. (1995 年 第 10 而 中 国 数学 奥林匹克 试题 ) 设 N 是 正 整 数 的 集合 . 设 f. NNAK: 


n) = кою +380). 
уа) = RARER в n вя [270720 = юзу) 


Ааа) < a fos, 试 求 方程 ую 十 fo = 


293, < LARAN. 
24. (2004 PF DEERE RHE LN) 找 出 所 有 的 一 一 映射 /: N+ 一 N* ,对 所 有 的 正 


Bun BARSU] t em. 


25. 设 / 在 正 整 数 集 上 定义 ,对 一 切 mn € N BA fm + п) = fm) + fm, f R 
Хона > fi) K R fO. 


„Ф 


函数 元 不 等 式 的 常用 解法 


аә 


АККЖ КЕ ИШЕ ЖЕКА, SARH. WAR. EARRA, ТЕЙ ЖК. Rt 
法 ， 分 离 法 ， 归 纳 递 推 法 ， 革 不 等 式 法 ,两 边 夹 法 ,反面 思考 法 , 构造 法 . 求 极限 法 ， 微 积分 
法 ， 宕 级 数 法 ， 其 他 一 些 初 等 技巧 如 参数 方程 法 ， 基 本 不 等 式 法 等 . 

我 们 将 通过 一 些 上 基体 的 例子 来 并 述 函数 元 不 等 式 常用 的 求解 方法 ,这 些 方法 有 一 定 的 局 
限 性 ,应 用 时 可 能 需要 对 不 等 式 中 的 末 知 重 数 做 一 些 特别 的 限制 . 下 面 就 做 进一步 的 详尽 介 
细 ,为 方便 计 , 本 讲 下 面 晒 数 元 不 等 式 均 简称 为 函数 不 等 式 ,并 按 求解 方法 分 块 举例 进行 
讲解 


ue 


L BARK 

解 丽 数 不等式 的 基本 思想 : 通过 引入 参 函 数 ,转化 为 丽 数 方程 来 

函数 不 等 式 FCD > 0 RENE SD = рз) Уро) > 0.p(zr) KASAM. 

当 ро 一 0 时 ,函数 不 等 式 UD >0 就 变 成 函数 方程 fC = 0, 因 此 函数 不 等 式 o) > 
O 可 看 做 函数 方程 fC = 0 的 一 种 推广 . 

参 函 数 可 以 直接 引入 ,也 可 以 对 原 琴 数 不 等 式 作 适当 变形 后 再 引入 ,这 机 看 所 给 函数 不 
等 式 的 外 形 结构 特点 而 定 、 


яз алое. (t)r VEFTR fo. 


解 SASER POVADO € RA f(E)= ++ ИЕТ со М 


<>. 


* 所 以 函数 不 等 式 的 通 解 为 


+ VF FT+ ро) 2 + VF FT, RU 


fe) = EIEE 1 (1) Vpn > ovre RO 是 所 给 函数 不 等 式 的 角 . 

评析 CD 这 里 的 检验 是 解 两 数 不 等 式 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 因为 求 f(x) 时 ,我 们 首先 
假定 了 函数 不 等 式 存在 解 (Q ,这 样 求 出 的 (+) 只 是 请 足 必 要 性 ,也 就 是 说 ,只 有 函数 不 等 
式 有 解 \ 求 出 的 (zy 才 是 丽 数 不 等 式 的 解 . 如 果 函 数 不 等 式 没有 解 , 那 么 求 出 的 C) 并 不 是 
жаки. 因此 ,必须 检验 充分 性 , 有 时 候 所 得 的 解 显然 满足 原 秀 数 不 等 式 ,我 们 就 
жт. 

(D гє н'м,ә(1-)> оер) > 0, 故 所 给 函数 不 等 式 的 解 也 可 简 消 地 写成 ， 


го > Lt 


但 这 一 表达 形式 是 无 法 同 代 检验 的 .因为 不 等 式 没有 " 连 等 " 的 性 质 . 
#2 解 函数 不 等 式 FO r) 之 了 一 2 十 3r 一 1 


тєк. 


М ПАФ Сура SO. € ЮФ /(— 4) = r — 2 Har 1 + pad M 
FOD = С 2D —3(— 4) —1+ р СС) 
ЖШ с) = 207 — 3r 1+ р D Д V pG) < Osr € R. 


评析 由 于 引信 参 函数 是 等 价 变换 ,可 以 不 必 代 回 原 不 等 式 检验 . 但 对 引入 参 丽 数 后 得 
到 的 函数 方程 的 解 进行 检验 ,还 是 必需 的 

拓 入 参 丽 数 后 得 到 的 函数 方程 的 求解 ,有 时 要 将 变量 作 适当 的 替换 ( 痊 换 过 程 应 注意 保 
持 函 数 的 定义 域 不 改变 ) ,得 到 一 个 或 几 个 新 的 函数 方程 ,然后 将 它们 与 原 方 程 联 立 ,通过 消 
元 求 得 原 函 数 方程 的 解 - 

本 题 的 结论 也 可 简洁 地 写成 : OD < r 一 27 —3r— l, r€ R. 

例 3 设 偶 函数 fOr) MA RN OD) 都 是 定义 在 

f(z) + gG) > 2007> V 


RFD M gl). 
解 JASAR PY pD = 0.7 € [—3,3]).Ф 


fa) + gG) = 20072 /9— Z + z“ + рг) Ф 
用 一 + 代 换 上 式 中 的 z, 得 
fe) — gG) =— 20077 OF +” + p~ т) ° 


解 四 ,加 联 立 的 方程 组 .得 丽 数 不 等 式 的 解 为 


до = =+ DED se [—3.31 


== 


gG) = 2007r JF + РС 0) e [一 3.3] 

ЧФ Y pC) > 0, € [— 3.33. 

Wm ШРС Cn paag РС PC D а ж жү өш жш пун ЖИН 
例 1 和 例 2 那样 ,再 改写 成 更 简洁 的 用 不 等 号 表达 的 形式 

тз ож fO WE. /(0) = 1. (T )= 2, 且 对 任意 的 z,y € RA 


Faty) + fu y) S 270) сову 


ЩЖ fr. 
解 U forty) Л) = 2fGrycosy + к\т, у), gry) < 0, Ф 
Ф т = пут: RADORE 


JCD + f(D = 2/(0)сом + (0.0) = 2сом + g(0,D, ° 
ЕСЕ 


J+) + fe = «($ +.) Ф 


FHRA ORME 


лажно == 2f()sine+ «(3 
2+0-@.8 


зу = геом ачы + g0.0 + 4(3 +E) (о) . 
( 


з) (к), Ф 


所 以 JCD = cost + 2sint 


коло а) (5 


& TCD = сш кїчє Тоо + «(3 tat) 


其 中 Vary € RA gly) < 0. 
评析 《1) НО йй g(x,y) 为 二 元 函数 ,由 于 我 们 采用 特殊 化 的 方法 ,所 求 函 数 
不 等 式 的 解 是 在 不 等 价 变换 下 求 出 的 ,只 是 函数 不 等 式 的 "形式 解 ". 对 任 一 取 定 的 &Cz,y) 


€ < 


求 出 的 SO 还 必须 代入 原 不 等 式 中 检验 - 
(D 着 给 予 条 件 f(0) = a. (5) bgay) = o, 
MAUR FRERE E 
Faty) + flr = 270) сову, ® 
其 解 为 
f) = acosr + bsinz, © 
检验 ”因为 若 fC) = acosr + isinr, 则 
fat) + fry) 
一 [eco(z 十 六 十 jsintz 十 y)] 十 [acosr 一 二 bsintz 一 习 ] 
= {сом + у) + она у)] + [айе + у) + sin(z— 0] 
= 2acosreosy + 2hinrcosy 
= 2lucosz + bsinr)cosy 
= 2f(z)cosy 
Е O 的 解 
WS UE OSE LAY N RIE SO) = 1, 且 对 任意 的 mnE М. 
f(m+ п) 2 fim) + fim) + тп 


ж fem). 
M АВЖ копт) CY gomm >0).Ф 
/\т+ п) = fem) + fO) + ma + блот), Ф 
те КАКО, 
Soant = fO + fO) а бно) = fo) + (n+ + gD), ° 
Wn = 12. 1 tA Ф а 


SD = fO +24 0,0, 
fG = fe 43+ g(2,D, 


FD = f= А+). 
将 这 一 1 个 式 子 加 起 来 .可 得 
JOD = JD +2+3+4++k+g(D HEO + + gk — 1,1 


s kk 十 1) | SA 
жекен нер = КАЮ. Ўв 


所 以 fm) = ED + Ў ао Мант) >0. 
经 检验 知 SO 满 趾 本数 方程 四 


EM CD SEEN: 本 题 结论 可 写成 如 下 简洁 的 形式 S = "К gn, y gm > 


„Ф 


O RHE mn € опел) 2 м) + л). 

前 面 五 例 设 参 函 数 都 是 加 上 一 个 任意 消 数 的 形式 ,实际 上 也 可 以 是 乘积 型 ,还 可 以 是 指 
数 型, 对 数 型 等 , 需 视 所 给 函数 不 等 式 的 具体 情况 而 定 - 

(D 例 4、 例 5 说 明 . 取 多 元 参 丽 数 很 难保 证 变形 过 程 的 等 价 性 .我们 只 能 求 出 形式 解 . 


6 йш JOD 定义 在 正 整数 集 上 , 试 间 函数 不 等 式 /tn D > fC + log ZL, 


nti 


MEL JASAR ODC V gM > 
кш. 
解法 2 JASAN коо СУ gO) > log 


.n€ М.Ф fnt D = fO + log, 


+z, 


€ N), fnt 1) = fim +g). ЕЮ. 


ntl 


MEI JASAR V gm > 


лє М), fnt D = fC) + loggia). FAR. 


解法 4 + fO) = loge Сактан) > fo + log "1 化 为 


log Сов Dan + 1) J2 log: [ngm J+ log: PEL W gint D 2 gm) >0. 


因此 ,所 给 函数 不 等 式 的 解 是 ГС) = log Гаи Сп) ,其 中 Rn 十 1 人 RD >> O,n € №. 
WES 将 函数 不 等 式 /n+ D > Соо + log Ê fey 


Ht 十 D 一 Ilog (n+ 1) fO — login. 

Ф ибп) = fO) 一 Ilogsm, 则 上 式 化 为 gtnT1D) 三 BODEN 

故 所 给 函数 不 等 式 的 解 是 FU — gn) + logn JE g(n + D > gO) n € №. 

评析 从 本 例 可 见 , 参 函数 的 选取 方法 是 多 种 多 样 的 ,不 同 的 参 函 数 影响 着 对 应 问题 解 
决 过 程 的 繁 与 简 . 参 蚌 数 既 可 以 在 解决 问题 开始 时 选取 ,也 可 以 在 解决 问题 的 过 程 中 选取 ,还 
可 以 在 解决 问题 结束 时 选取 ,要 看 所 给 问题 的 结构 与 求解 方法 而 定 . 选取 的 原则 是 , 对 参 两 
数 本 身 的 限制 尽量 少 .还 要 使 问题 易于 解决 结果 较为 简明 . 

HT йй fO 定 文 在 正 整数 集 上 , 坛 解 函 数 不 等 式 nt D 
a>. 

М ПЛЕ дт gn > nen EN) A f(in+ 1) 

fin = a 9 ра D ауп 2 а 

所 以 fm = ач" “U Otd V gO >> nn € N°. 

MS 解 函数 不 等 式 ftxinzr) < cos2=. 

解 (sine < cos2r.BD find < 1 — 2м. ҖИ SCD < 1~ 2r vz € [— 1.13, 

W ”如果 直接 引信 参 函数 pCDCY pD LOrE R). finr) 一 cos2r 十 和 xz)， 化 为 
fen) = 1— 2sin' z + p( ,就 很 准 写 出 所 求解. 

显 便 指出 ,这 种 引入 参 丙 数 的 方法 .对 于 含有 导数 、 王 分 的 不 等 式 也 是 适用 的 . 


Ф. 


a` f (n) k R W tK 


уст. 


f0. 


йэ HID: R 一 BR , 解 本 数 不 等 式 矿 (rz)z 一 1) >0. 
Ж HASAN РС) СУ ро > Or E RF cr 1, fOD = рл). fu = 


PSOCT ELETT TETEE Ja tpn ovreER .rz 


2. 赋值 法 

对 自 蛮 量 多 于 一 个 的 函数 不 等 式 ,在 定义 域内 .将 其 中 一 个 或 儿 个 自 变量 用 一 些 特殊 值 
代入 原 函数 不 等 式 .从 而 简化 画 数 不 等 式 ,达到 求 出 未 知 丽 数 的 目的 的 方法 , 称 为 赋 特 值 广 
法 ,简称 赋值 法 . 这 是 解 ( 或 证 ) 多 变量 函数 不 等 式 的 一 种 行 之 有 效 的 方法 . 

ML 设 太 只 一 有 ,对 任意 <,y € RBH r+ f(0] > [fC + y] B feo) 一 0, 试 
确定 所 有 这 样 的 丽 数 /. 

M 分 别 令 x 一 0,y = 0, 可 得 

Л/С] S SOVS S ND 

由 此 可 得 Д/с) = fen. 

W f: R + R. fO) r. FD = x, € R. 

经 检验 ,f(x) = т.с € 只 是 所 给 函数 不 等 式 的 唯一 解 . 

2 Ш 是 在 实数 城 上 有 定义 的 多 项 式 函数 ，/(0) = 1 且 对 任意 的 z,y € R ,满足 


Ка у) + f(D) > r лу + у)+?х—-у+?2 D 
BUR fC. 
М у= АХФ. 
Hz 一 如 十 fr) = f(0) + fa) а Hr, 
即 ОРТАА 
所 以 fo) > + r+ l, Vr € R. 
ШШ Лу >(є— у›*+(х— у) +1+ (m +r+l)= (24° —2лу+ у) + 


2: 


?十 2, 所 以 FCD Sr + r+ RE O. 
WI ERMAN /(m) 是 定义 在 正 整数 集 上 , 试 解 函数 不 等 式 n) > qf (n Dsn € 
N n> l.a > 0. 
解法 1 + f(D = fin Dein). V gO) > qo HERE X: Ж A = fin De) 给 
出 的 数列 (Fn) ) 的 通 项 公式 可 用 * 选 乘法 " 求 出 ， Ф н = 2,3, ,得 
fe = fD, 
fe = 029009). 
Г) = fR, 


fo = ри Dam. 
将 以 上 各 式 两 边 分 别 相 乘 , 得 От) 一 DREIE) +++ gn) ,这 里 Y gin 
说 明 如 取 ECD = поа A 1 时 ,得 到 等 比 数 到 AO — a + 0, fd = qf (n — D 的 通 项 


„ Ф 


EE 
АК Лю аа-аа ат. 
‹ 


解法 синяя > Д 


feb 


Фат = , 则 上 式 即 gCn 十 1) >> gG). 


所 以 所 给 两 数 不 等 式 的 解 是 fo) = gg (n+ DIER gn +1) gmn N. 
比较 这 两 种 解法 ,可 知 解法 2 的 过 程 十 分 简洁 , 函数 不 等 式 的 解 的 表达 式 也 很 简明 ,这 正 


是 我 们 要 寻找 的 . 

йз KID = 1,7(2) = 288. 

An 十 2) Sfint D fo), Vn € №. Ф 
WR fm. 
解 HORT 

foi = fint D Sfint D Јо 
根据 JCD = LAD = AR f(n + о) отем. 
于 是 可 设 

Fint 2) = fin + D = gn nt 0 н) yam > 1 

AME n = 1.2 nm 一 2 代 人 上 式 可 得 


1(3 — J(2 = DLD = fe; 
feb — fe = DLD -SD 


fn Јон 0) = won 一 2 一 D 一 fn 一 2)]， 
将 这 一 2 个 等 式 相聚 ,可 得 
L = fn D = KDED gin DED — f(1 

= KRD- 202—1), 


Am 一 Fa 一 D = О (2056 — 2). Ф 
PANS n = 2,30, КА O 式 , 则 可 得 到 

f(2 — f(D =1. 

ID- fe) = к), 


Жа) — 503) = ЕСЭ. 


fO) — fn D = gC RGG — 2), 
将 此 一 1 个 等 式 相 加 ,可 得 
fen — fO) = Ir RD H ODAC + o + g(Dg(2-“g(n = 2, 
fn = 2+ gC HEDD Сбн — 2), ¥ g(a) >> Ln € N°, 
Ë 将 自然 数 分 成 为 不 计 次 序 的 若干 自然 数 之 和 的 一 种 表示 方法 , 即 


ар. 


SHTETET 


称 为 "的 一 种 分 拆 . 所 有 不 同 分 拆 的 个 数 记 为 分 拆 函 数 SO) ELE: SIER BOER OR Y 
RO 的 一 个 特 解 - 

从 以 上 几 例 可 见 , 同 值 法 对 于 多 变量 函数 不 等 式 比较 适用 ,通过 巧妙 赋值 ,我 们 将 其 中 部 
分 的 独立 变 莉 以 特别 的 数值 代 人 ,不 仅 能 把 复杂 的 函数 不 等 式 转化 为 较 简单 的 数学 问题 , 收 
到 奇效 ,还 可 以 将 - 些 负 象 的 推理 问题 转化 为 具体 的 数学 运算 问题 ,使 问题 数值 化 .直观 化 、 
简单 化 ,特殊 化 ,从 而 使 间 题 得 到 很 好 的 解决 

з. енк 

ЕЕ РРО МЕ СЕЕН ЕЕ ӨӨ КОЕ K ЙК P 
发 生变 化 ,得 到 -个 新 的 丙 数 不 等 式 ,然后 设法 求 出 未 知 丽 数 的 方法 , 称 为 变 重 代 换 法 ， 

#1 试 解 函 数 不 等 式 /rz 一 D 所 研一 2. 

М nis 一 1, 则 工 一 (十 1 代入 函 数 不 等 式 得 /00) < (411 D 一 2, 帮 所 给 丽 数 不 等 
ROMA SD S a Hr 


m2 am (r+) 


>n >0. 


+ RR о). 


мойыл + 给 函数 不 等 式 可 化 为 (x 十 


2, 故 所 给 两 数 不 等 式 的 解 为 FD < г — 2. € (—,—2]\){2. +), 

Из МШК ео > r+ sinr 

М ее = mr 0. 将 此 代入 中式 可 得 

f(D > (му? + тїш). 

W fO > (а) + аса) Vr >0, 

检验 加 代 人 四 式 , 吻 知 其 满足 此 晒 数 不 等 式 . 

评析 “检验 所 得 到 的 解 是 局 满 足 原来 的 务 数 不 等 式 ,是 解 函数 不 等 式 必 不 可 少 的 一 个 上 
шш S PPA E EERE W APA SO tl F FEHR Ара Stri DN ЕК ЖД — Jb BF ET DIME 2. 


MI жак» Cf] > EH ютум. 


一 一 gg(D], 所 以 Jr) = r RRR S Ç 


的 一 


„Ф 


远 无 法 找到 一 个 &E N 使 得 


所 以 Fn = l 也 是 所 给 阁 数 不 等 式 的 一 个 解 - 


1 只 能 找到 部 分 的 解 .因为 此 时 g(x) = Сто 仍 为 未 知 函数 ,水 


2+1 
aF 
说 明 在 这 个 问题 中 ,我 们 


Аан Ж U/C] > OD ,其 中 KO DEMAR RERI EAIM. 这 


种 问题 通常 需 对 f(r) 作 "适当 的 限制 " 才 可 能 找到 它 全 部 的 解 :我 们 将 在 下 面 “待定 丽 数 法 " 
中 再 介绍 如 何 求 这 种 函数 不 等 式 的 解 ， 


H f) = 0r € [0.2 


式 . 青 利 用 


WMS BHI: O, te (ow, оо ПЕ 
CD f= 
(2) чо 


时 ,co <o, 
G Yxvy > O MEBRURE rf OIF < fur + n. 
“re BEARR fn, 
ж DMI> IM. r= +> 0) 
ЛОС) & f(t + 2) = f) 
MAD = 9, 知 G) =: Or > 2). 
DHOTE z t = 2(0 > O, 
0= f(D = flr +D > DTD 
WY O < r< 2M fU 号 0, 所 以 fr: 或 /LU (01 > 0.08 30 rO > 2 W 


fay > 2 


E 


H FO <2 OJD < ©. fu) 


y; FR ВНУ 


评析 当 所 给 的 函数 不 等 式 含有 较 多 的 变量 时 ,常常 先 将 它 化 为 一 个 变量 的 函数 不 等 
式 的 证 明 技巧 来 处 理 这 类 问题 

4， 待 定 丽 数 法 

华 解 某 些 函数 不 等 式 时 ,车 能 预先 确切 地 知道 解 的 结构 或 一 般 形式 , 则 适当 地 引进 一 些 


待定 系数 ,利用 它们 来 表示 解 函 数 的 一 般 形式 ,然后 再 根据 题 设 条 件 来 确定 或 消去 这 些 待定 


系数 


得 问题 的 结果 . 这 种 解 题 方法 就 是 待定 函数 法 . 应 用 待 定 函 数 法 解 题 的 一 般 步骤 是 ， 


CAD 确定 问题 结论 的 结构 ,假定 一 个 含有 待定 系数 的 函数 式 ;(2) 解 方程 组 , 求 出 待定 系数 的 
值 或 消去 待定 系数 而 得 到 所 求 已 知 系数 癌 的 关系 ,使 问题 获得 解决. 


应 用 待定 函数 法 解 题 的 必要 前提 ,是 正确 判断 解 的 形式 结构 ,对 此 必须 结合 其 他 知识 .其 


HEKER EK. 我 们 可 先 由 函数 不 等 式 的 结构 预测 函数 不 等 式 解 的 函数 类 型 .再 将 函数 代 
人 不 等 式 去 确定 它 所 包括 的 某 些 常数 . 


些 特征 (如 已 知 解 琢 数 在 革 些 点 的 值 或 解 函数 的 对 称 性 、 周 期 性 


一 般 地 , 当 我 们 知道 解 丙 数 的 类 型 (如 有 理 函 数 、 对 数 函 数 ,指数 簿 数 ……) 及 解 函 数 的 革 
} 时 ,用 待定 函数 法 来 求 


R 


解 较 为 简捷 - 

这 一 方法 的 其 本 思想 是 : 如 当 УС) 是 多 项 式 时 ,可 设 待定 丽 数 为 о) = ar Балт 
“(a 天 0), 代 入 函数 不 等 式 的 两 靖 , 然 后 比较 不 等 式 两 屿 了 最 高 次 每 的 指数 和 + БИК M) Ж. 
HEIR RT n Kas. a, 的 约束 条 件 . 解 这 个 约束 条 件 (方程 组 或 混合 组 ) 便 可 确定 
п Җа, as за, 的 值 . 从 而 得 到 丽 数 不 等 式 的 解 . 

WI 已 知 /(x) 为 多 项 式 丙 数 , 解 函 数 不 等 式 

fir+D + De2r Aa Ф 

М Ч/с) 为 多 项 式 函数 .而 f(z + D fr D 并 不 会 改变 /(x) 的 次 数 , 故 直 

ОХА FCD 次 数 最 高 为 二 次 函数 ,不 妨 设 fC) = arr + hr +e 


flr+D аба + ++ ш? + (2а + ал+ ба БА), 
2—0) = асе D Har ar’ + (b~ 2az + ба Ао), 
原 不 等 式 化 为 
fr +1) + Је D = даг? +2 + 26а + с) © 2” Ала 
ш Ка DZ + (b+ Dz + ао < o, 
ja-1=0, 
16+2 一 0， > 
а+с&о. 
所 以 fo = r —2r+ 0 


Je-l<o， 
{оозу маразе «о, 


故 所 给 函数 不 等 式 的 解 为 A = r — 2x + ele K- D R f(D = ar? + hr + CN E 
< 
! +2 。 
xa © 
BE 易 知 上 面 的 解 确实 满足 四 ж. 
评析 当 函 数 不 等 式 中 的 未 知 函 数 是 多 项 式 时 ,一 般 可 用 此 法 得 解 . 
在 变量 变换 法 中 ,我 们 曾 提 及 在 FAOS OCC) 为 已 知 函数 ) 的 两 数 不 等 式 ,求解 
是 不 容易 的 ,但 车 知道 ftz) 的 某 些 特性 时 . 则 可 州 待定 两 数 法 求解 .我 们 来 看 下 面 例题. 
#2 求 满足 不 等 式 /[/(z)] = =3. € REKAR fU. 
M MORARE. iS = ara € RM 
Лс] = аус) = err 
对 x € RERE DA a = 1. 所 以 题 给 丽 数 不 等 式 的 解 为 /(7) —— r Ë fO) = z, 
MI ЖЕКА SAO] tr (1. + o 的 指数 函数 FO. 
M 用 待定 两 数 法 . 设 JOD 一 aE ка ТЄ (1 二 一 ) 时 总 有 


„ 


ШУ >4. 
HR a> 1. 此 时 z 2> log.log.4, RÆ log.log.4 一 1. 可 得 a > 2. 
аана N f(z) 一 
例 4 确定 符合 下 列 条 件 的 所 有 多 项 式 r): 


fat 


4+2 Ф 


С) лук ИМ [fT E r ИК Вн С n. REL fC) 是 
елхи. 
设 Fr) = ar + b КАФ RH 


te 3 


qart +62 gl alar +b) +614 3, 


шагнав } ёт + a+ D+ ZA x € RBM. 
(=0 


等 价 于 "< 长 > 


ares + 


ML MORO FCD) = b Vb 3 UD = 2r Hb, VOI. 
MS EMS 是 的 奇 次 多 项 式 两 数 . 且 对 任意 实数 满足 
вуст) у —21/G < 12. © 
WR SUO 的 一 个 解 - 
то ”从 条 件 可 以 看 出 ,不 等 式 布 边 是 “个 常数 项 . 设 /(z) 的 最 高 次 项 为 4x"(a, 天 0), 旭 
Ву) SDS) 的 最 高 次 项 分 别 为 8a-r” „27а ° Qa r", 因为 2n< Зп, REM 
展开 后 的 最 高 次 项 为 3", 是 奇数 ,必须 有 
(3n = +6. 
(8u. — 2а, = 0, 
解 得 = 3. (不然 的 话 , 若 展开 式 最 高 次 项 为 奇数 ,由 于 是 任意 实数 ,不 能 使 中 дн 
成 立 ) 
于 是 可 设 1/(7) = аш? tar tarta. 
将 /tr) =a ta + ах + а, 代入 了 D 中 ,并 整理 得 
ıı" + (8а; + 2 — Ba) — асл" + Вал" — Зал" + ба, < 12. 
$ a = 0.# Ва, — 2а, < 12.48 a. < 2. 
申 于 只 要 求 一 个 解 RIS 
|= as ~ 2az + (Ва, + 2 — 2402 — 2а,л' + Barz’ — 2a, = 0. 
1ва, < 12， 


€ 


{~ 4а, = 0, 
мака БЕ 0. 
Ва, + 2— 2a, = 0. 
Miha = a, = 0.0, 一 上 所 以 题 给 函数 不 等 式 的 一 个 解 为 f(z) = r + a, ,其 中 实数 
а <2. 
5. 选 代 法 


RER = Уо а Г” ст) = С) JEP n ЕВЕ. f" CD йй С 的 


次 选 代 . 着 "O = СОРАГ ТТМ 
隐 数 迁 代 是 一 种 特殊 的 函数 复合 形式 ,在 现代 数学 中 占有 很 重要 的 地 位 ,尤其 是 近年 来 
在 国内 外 数学 竞赛 中 屡次 出 现 .成 为 热点 问题 之 一 ,引起 了 广大 数学 爱好 者 的 极 大 关注 . 


m алк уо + у(#—!)>1+1,микатж®х. 


эё”) = r. BER V рст 0 ЕФ 


Ф 


MERR g” 一 ,得 
(sena = 


Ф+®-@# 


200 -1+r+ 2 


+ PC +e) 


1+ و‎ |1 1 zl 
жй در‎ = а + көя) (TL) Jer Урса) 200290,1. 
Жоро) = 0. € (0.1), 得 到 相应 的 函数 方程 


көз! 


BEN u) = aL 


г *Vr€ в (0.1). 


1)- 


检验 ло + (z 


rl ea 
ц ND = FET, Yr € В (0.1). 
评析 ”一般 地 ,对 于 函数 EOD 不 等 式 f(z) 十 J[g(x)] > RU), RE убт) RH AM 3. 
能 求 出 其 解 


ою = in — [gL] + Ае со] + pC — pg] + Сет (13.0 pen) 20, 


或 f(r) = Lip = CCIE plg ODT}, V pG 22 RC. 


约 东 条 件 由 具体 情况 确定 . 
特别 涡 要 指出 的 是 ,用 选 代 法 求 出 的 结果 有 时 只 是 所 给 函数 不 等 式 的 一 个 特 解 .下面 用 
两 个 例子 来 加 以 说 明 
M2 已 知 摧 数 不 等 式 
fen усо 21. Ф 
试 求 连续 丽 数 OO ,其 中 FOr) WELE, +20). 
8 构造 数列 .1 如 下 ， 
和 
将 它们 代入 所 给 函数 不 等 式 , 得 
J) = fn) 2 rf) — бз) 
将 这 些 不 等 式 相 加 ,得 f(a) 一 fer.) >т. 
因为 二 = 27 ,所 以 logs logs z — log: log z, 
因此 FOND > УС) + logslogi z — logs log: + 
Фет An) 一 Ilog:logir 那么 Рх) > Пок овог + с. 容易 验证 一 个 特 解 fr) = 
log, ошт + e. 
剖析 ”这 里 用 选 代 法 求 出 的 解 FO) = logslog:z 十 < 只 是 函数 不 等 式 D 的 一 个 特 解 , 容 
易 验证 


уа = fx) 


f(r) = ороз + sin(2xlog: log: 7) 
也 是 函数 不 等 式 O 的 一 个 特 解 . 
证 fO) = Пок одел? + sin(2xlog, logea") 
alog: (2log: л) 
一 [十 logzlog:r 十 sin2x(1 + log: log: 2) 


= Jog: (2log: 7) 


1 + log: logs + sinf Zalog: log, x) 
= +e. 
ИЦ fer) fU) = 1, Ë& fC) = log log: z + sin(2z=log,log, z) 也 是 函数 不 等 式 中 的 一 
个 特 解 、 
两 个 特 解 的 结构 启示 我 们 可 用 代 换 法 尝试 求 出 函数 不 等 式 OD 的 一 个 通 解 . 


€ a 


# 令 f(r = giog log D WERKER 四 化 为 

кой. 1ов. т + 1) ~ glog. log, z) > 1, 
B$ = loglogr hF f(x) 的 定义 域 是 (1, +) гє R. 上 式 可 化 为 

G+ D — gD 21, 
кеъ FD 2 gO LIAD = OD — I.W AG D > ROD. 逐步 回 代 ， 
BD 一 MD 二 4, 原 函数 不 等 式 O 的 通 解 为 
f(z) = gClog:log:7) = h(logslog; z) + log; log. z, 

其 中 h(x) 是 定义 在 只 上 满足 A(zr 十 1) > АС) 的 任何 函数 . 
说 明 对 于 形 如 (O) fe) > 1 的 丽 数 不 等 式 , 可 类 似 求 出 其 通 解 . 
例 3 已 知 函 数 不 等 式 


Sat P-a > axr +b, 
BOR AD Д pga b ЖЖЖ. B у= 1. 
通常 用 选 代 法 求 出 四 式 相应 函数 方程 的 解 是 


bo ap 
1-4 0-9? 

在 一 定 条 件 下 这 一 答案 给 出 了 函数 不 等 式 O 的 一 个 特 解 . 而 一 般 情况 下 这 .答案 可 能 
REX. 如 p= ос #онанж»җ D MWY f(r) = LL, 

下 面 用 分 类 讨论 法 求解 函数 不 等 式 D. 

8 当 p 一 0 时 ,由 人 中 立即 得 到 丽 数 不 等 式 的 解 为 


ar + 
fay = ڈو + سگم‎ + 
Tg ® 


1 +b az +b 
r < د‎ < tb, Д 
fon > Fea < DR ус <> 


ГЕГУ 
RER O 中 ,得 
ях + p) +A р) +p aT) + Ar + yı] > ar +b, 
m ktp- физ) Ар r + Ap иа 620. 
Ф а—р—а=бдр+и-м—5=— 0, 得 


ЕЗІ Тери 
1-4 
Mi g(r + р) > qer). ® 
Ha>, ORFF 
EGED > KO, у. жыз, 
(ат ey )و(‎ 


MRD = RCD q ЕКЕ hO + р) > ROD E b Et AAR GR D 此 时 的 通 解 为 


„Ф 


е,‏ = ر 
其 中 ROD 是 定义 在 实数 集 DC‏ 
当 9 < ORD 式 等 价 于‏ 
p ко)‏ +« 
[oi [с-ф‏ 
туб) = ROD а)? ,上 式 化 为 hr+ р) >‏ 
WN‏ 


十 hr) 十 zx € D. 


D 上 满足 Cri р) Z hO 的 任 一 两 数 . 


BT) 
Ет 
ЕТЕТ 


‚м 


Доо = rti е? йк у 6 р. 
其 中 h(x) 是 定义 在 实数 集 DOS RD 上 满足 h(x 二 p) >— АС) MERR. 
5. 分离 法 
当 多 变量 函数 不 等 式 中 变量 容易 分 离 时 ,往往 先 考虑 分 离 法 , 它 能 使 解 题 过 程 简 沿 . 
例 1 求 所 有 满足 


fur) + FU) + gU) — к© у) > sinr + cosy Try € R 
的 函数 FOND 和 gO. 
то ЛАКНАТ >. у 的 部 分 分 离 在 不 等 式 两 边 ， 
fO) + g(r) — мат > Су) — /Су) + созу, 
HABEN роо ауу В.Ф 
PO) = fer) + gU) — sinz,q(y) = gC) — f(y) + созу, o 
JEP ро) 2 У). V r.y € R. 
ROPA y= товони 


feo = T[sinz + cosrt pG) — qlr) = [sin = cont + p(x) + q0, 


ЖИР рол) 2 ql. Vry € R. 
评析 当 所 给 的 函数 不 等 式 中 含有 两 个 不 同 的 变量 时 , 先 作 变换 再 引入 参 函数 ,可 以 使 
问题 变 得 简单 再 求 函 数 的 解析 式 . 
M2 设 (D 定义 在 [0, + o 上 , 且 满足 函数 不 等 式 ， 
(r=) fr) — (r+ у) у) 2 Азу — yD. 
试 求 出 所 有 这 样 的 函数 /(z)- 
解 不 妨 设 > y. 则 题 给 不 等 式 可 等 价 转 化 为 


laty fp „у, Ф 
гг аа 


Ty 


4 gD = fE) RS D 等 价 转 化 为 gtr 十 妨 =R y) > ay. 


€ 


"上 式 等 价 转化 为 (ww) — gw 


ge, 


E = ار + ج‎ = r- у.а 


к) 
FES AUO = kG) = u JN AGO >> hC). BE F k PTE BOE S KAS w 
fla) = + айс). € [0, + 
其 中 ACD 是 [0, +o 上 的 单调 递增 函数 . 
т. 归纳 递 推 法 
这 一 方法 的 基本 思想 是 : 当 f(x) 是 定义 在 正 整数 集 上 的 函数 (实际 上 就 是 通 项 为 a. 
f) 的 数列 ) 时 ,可 根据 题 中 所 给 函数 不 等 式 转化 为 函数 方程 .通过 到 特 殊 值 得 到 关于 fon 
的 地 推 关系 ,然后 根据 递 推 关系 求 出 ( 即 数列 la.} 的 通 项 表达 式 ) . 
促 推 法 主要 适合 定义 城 是 正 整 数 集 上 的 函数 不 等 式 ,一 般 通 过 对 /(1) ,1(2) ,1(3)，… 的 
具体 计算 ,归纳 出 与 /(n) 有 关 的 猜想 ,然后 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 
例 1 已 知 JOD 是 定义 在 R' 上 的 不 伍 为 鹤 的 函数 , 且 对 于 任意 的 wp € R 都 满足 
fO) = 0.f(a + b) > af (h) + bf Са). RANT f(a) 与 f(a) 的 关系 
ион feat) > af (a) +af(a) = 2af(a), 
f(a) > a f(a) + а/а?) > 
猜测 f(a) 22 na"! f(a). 
上 下面 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
l. Mn = IR, са) сенат ° AO ,不 等 式 成 立 ; 
2. MUL n = АВА f(a) > ba” ' fa) йй. 
那么 当 ， 一 《十 1 时 ， 


3a f(a), 


f(a") z f(a) + af (a) 

> ауса) + kat (a 

= (+ Def BRL. 
由 以 上 两 步 可 知 ,对 任意 mE № f(a) > m уш) RE. 


Ha tb) у уа 
Mar матов. Каю n. Ла), 


$ g(a) = LE са. ка), 


HE la) > ng COREL fa) >a 
2 RANS N 一 N, АО) 一 1, 试 解 函数 不 等 式 fn + D > fn) + 2*(n € М). 
MI АФ PMM >> 0.n € N'), 令 
Snt D = FU + 2° + p(n) 
f = Ef ро] [fos D а 201+ 
= [2 + pin 11+ 0277 + p(n — 2 


ARU) = nag Са) = ты”! fla), 


HERD — 01+ а) 


十 PCD]+ 1, 
53 Р? 


所 以 原 丽 数 不 等 式 的 解 为 fa) = 2° + YPG ДФ урш) SOn EN. 


解法 2 O+ lD SEIER Sat D) — 27 > mG g = fo) — 2, 
得 gn! 1) 三 Am. 所 以 题 给 不 等 式 的 解 为 /tn) = 2" gD Дф gaH едт) n€ N'. 
3 设 丽 数 / 对 一 切 正 整数 "都 有 定义 .f(m) W SIE. fi n+ D > fL fo], 
IE]; 对 一 切 正 整数 ,都 有 ЛО = n. 
证 хам езеш. 
ЕЙ т >п f(D >л. Ф 
对 ”使 用 数学 归纳 法 : 
Мп, он) 是 正 整 数 ,所 以 /(m) >1,@Ш O 成 立 . 
Bi î n = KCR > D 时 ,命题 OD 成 立 . 
MA, n = ki lal m > EFI фт —1 > ARARA n D >k EE 
fn D 也 是 一 个 正 整数 ,于 是 再 次 应 用 归纳 假设 .有 /[/(m 一 1] > kta 6 BB H RF, MIG 
Уот) = fim- 1+11 
既然 /Cm) 是 大 于 的 下 整数 ,当然 就 有 /(m) 21, 
n= вте, Ш Ф 也 成 立 . 
,对 一 切 正 整 数 ,命题 D 都 成 立 . 
КЕҢЕ, 对 一 蕊 正 整数 .都 有 ОЮ = n. 
д O т = п. 


Уп D] 2 k. 


fO) > n. 
结合 题 日 条 件 和 不 等 式 fO) > 由 有 
不 ma+1) > ft fim] fn. 
这 表明 了 上 严格 单调 递增 . 且 巾 fo) < n+ 1.55 fO) 2 n KL НИ 
n< fo) nHn 


HF fOD 是 正 束 数 , 帮 必 有 fO = n. 

注 ”本题 先 证 明 一 个 较 原 命题 为 弱 的 命题 .然后 以 此 为 基础 再 去 解决 命题 .从 而 起 到 降 
低 难度 ,分散 难点 的 作用 .这 是 一 种 退 中 求 进 的 解 题 策略 . 

8. ЖК 

一 维 空间 高 ( 低 ) 调 栖 数 定义 , 设 ОСС R) a 是 一 个 常数 

车 对 任意 的 +E р, оа) > fy WË f(z)(z € D 关于 a 是 高 调 的 ,或 称 
Уса € D 是 a 的 高 调 丙 数 ;车 对 任意 的 x € DD, 都 有 f(z 十 a) < f WÉ /(z)(rE 
D) 关于 a 是 低调 的 .或 称 FDC € D 是 a 的 低调 函数 . 

当 等 号 不 成 立时 . 则 称 函数 JUD € D) 关于 a 是 严格 高 ( 低 ) 调 的 ,或 称 f(r € D) 


р „ 


是 a 的 严格 高 ( 低 ) WR. 
高 ( 低 ) 调 函 数 是 广泛 存在 的 .如 : 
取 Е Сто gUr + a)) 和 了 上 的 (严格 ) WOD R A) M 
JUD = gG) + hC) € D 
关于 4 是 (严格 ) 高 ( 低 ) йшй. 
商 ( 低 ) 调 函数 可 作为 高 维 空间 的 函数 不 等 式 的 基 不 等 式 , 详 见 附录 . 


m! шайх усо > у(ү—). 


8 +e) = /(L).m ус) > f(T). ро) > рот D. тж 


ий со = P(E) a A OLK рог 天 0,1 是 关于 (一 1) ИЕМ. 


例 2 рт) = r€ N , 则 函数 不 等 式 СА) > gl FC MR JPN 
证 оа +a- Da +a] > 002+ 6 DA] 
> pl] = f 

fe F MBARE 2.0 3 中 ,我 们 是 用 基 不 等 式 来 表示 函数 不 等 式 的 解 的 ,只 不 过 没有 说 
是 基 不 等 式 而 已 . 

3， 两 边 夹 法 

利用 不 等 式 夹 通 求 解 函 数 不 等 式 .主要 是 利用 下 列 几 个 明显 的 结论 ， 

D RER c€ 1, rfO) С) А fC) & gU МАНЕВ z€ LA f0 = бз). 

D 车 对 任意 zy € 人 有 fO) © ябу), Ж х.у## FO) < g(z), 于 是 对 任意 的 r,yE 
LA JOD = абу), И (7) = 常数 (FE D. 

(DF fi М М Йй m < fo) <т+1йтм—1< f <тйт—1< fO < 
т+1(т,л € №), fn = m. 

例 1 《2000 年 全 国 高 中 教学 联赛 第 | 试 试题 改编 ) 已 知 [(x) 是 定义 在 R ERM. 
fO) 一 1 且 对 任意 zE R 都 有 f(z 二 +5) > f(D) f(r+1)< +1, кб) = fr) + 
1 =z g(2009) 

M 由 km) = FD FI— ifl o 


gD 十 一 1 所 以 
gU +5) F (r +5) — 1 gU +(т DHS, 
ООС ао) ++, 


HJ gat > gD. g(r +1) 
所 以 OD S g(r +5) < gr + 4) 
所 以 g(r +1) = gz). 

即 gtz) 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 .又 g(1) = 1, 故 (2009) 一 

2 定义 在 R 上 的 函数 DME: 2+) =2-— f). fera) > Со) К fO. 


„Ф 


кб). 


(r+) < gr +D < gG). 


解 因为 /tr+3) = [2+ (r+ D]= 2— fer + D > fG BE 


Jn + {еж <2. Ф 
ХЛ) 一 /2 十 了 .代入 flr + 3) Z fr) 中 ,得 
flr +3 = 2— flirt D.N fr +3) + Fr +2 =2, r —2 FR 7.8 
fon + fir + D 22, Ф 
ФО RHAD GHD 一 2, 与 已 知 的 f(z) = 2— /‹2+ Н СЕ 一 
SOF z 1 WB 8 fe = f+ BRD 
fer JOHN =2— fU FD) = 2- уст. WI fe = 1. 
тз алс 是 具有 如 下 性 质 的 函数 : 
CD FU 对 每 个 正 整 数 ， 有 定义 ， 
(D Am) 是 正 整 数 ， 
DD- 
D fimm) s< fo fend REB) mon RE: 
O Jan > fOD m > n B. 
WE: Ло = n. 
证 明 考虑 让 改 数 "一 1. 直 (5) RESO 的 严格 递增 性 知 ，/(2) 
WD MSO € N ak 1. 
由 (4 WO < ADAD = 4 由 (5) 知 f(2) < f(3 < f <S 4, 
ёз /‹2)› = 2./‹3›,/‹4› Є №. S) = 3./(4) = 4. 
下 而 几 数 学 归纳 法 证 明 : n < 2 Afen) = ntk = 1.2 
"= 1.2 时 ,上面 已 
BL n < SOD = n.M n < 2“: 时 ,由 (4) 知 
J(2) = fOQ2 20) << f(2) ° f(2) = 2, 
АЕА ns 2 < n < 21. 由 (5) 有 
2 = f(2) < f(2 +1) < (2 + 2) < < 
ией 2+0 = 


> JA). 


<f =D < f(2) = 2, 
ЕА 


202) 


W n 时 ,也 有 fO) = n. 

综 上 所 述 ,对 任何 正 整 数 n BH ою =a. 

10. 反击 思考 法 

反面 思考 是 一 种 间接 的 解 题 策略 . 当 我 们 面临 的 问题 从 正面 难以 人 手 时 ,要 及 时 改变 思 
当 问 题 的 角度 ,不 妨 从 问题 的 反面 进行 思考 .以 使 化 难为 易 解 出 原 题 . 反面 思考 从 习惯 思路 
相反 的 方向 去 思考 问题 和 分 析 问 题 ,常用 的 途径 有 : 顺 推 有 困难 时 ,可 以 考虑 道 推 ;直接 求解 
有 困难 时 ， 可 以 考虑 间接 求解 ! 直 接 证 明 有 困难 时 ,可 以 考虑 间接 证 明 ; 肯 定 命题 有 困难 时 、 


&ф „ 


可 以 考虑 否定 命题 . 反 证 法 是 一 种 特殊 的 反面 思考 方法 . 

HI (第 1 局 "希望 杯 "高 二 年 组 第 2 斌 第 3 题 )f 是 民 一 R 上 的 一 一 映射 ,函数 y= fr) 
严格 递增 ,不 等 式 r > fO 的 解 集 为 ,不等式 r> IFC] 的 解 集 为 Q, W| ç ) 

А. PSQ BP=Q C. QGP D. PSQHQSP 

解 {ER r € P.r, > fla, r, > {f(z 站 ,所 以 x € Q. 这 表明 PC Q. 另 一 方面 ， 
{ER x. € Ф. y > /f(y,)]. 下 面 用 反 证 法 证 明 у. > fC. 

假设 > «эз. Р y = f(z) 是 严格 递增 的 , 则 有 f(y,) < /[/(y,)] 
与 所 设 y < fo) FR! 

可 见 只 有 у, > fly. W RBN у, € P. 即 又 有 QCS P. 

ВРС Q.H QC P.W P = Q. (B). 

评析 要 判断 集合 P 与 集合 @Q 之 间 的 关系 ,必须 用 集合 的 定义 进行 证 明 . 本 题 求解 的 关 
键 是 由 y, > /[/(y,)], ye > Ts) 然后 用 反 证 法 、 分 类 讨论 等 数学 思想 方法 进行 
求解、 

注意 到 本 题 是 -个 选择 题 ,因此 也 可 利用 求解 选择 题 的 特殊 化 技巧 .排除 错误 的 选择 支 . 

MN RERAN, G fU) = 2r.W [f] Ir. REX г> fer WR P Mor 
SLOWER О 相等 ,于 是 P = о, A, C.D. 8 B. 

本 题 的 结果 太 奇 妙 了 ! 自 然 会 启发 我 们 思考 如 下 一 些 问 题 : 

CD IRIE IE R- R ER AAR y = SC) ТЕСТТЕ 
> = G) ЖШ НЕМ ЕЕ цо 

答案 是 否定 的 . WE: 

E9 чуо = r HSD < r B + - 
(一 2 一 2 < 二, 先 求解 相应 的 方程 (x — 2)? 2 


,但 这 


©х,Р = Df < +, p 
二 可 用 增 元 法 ,转化 为 方程 组 来 解 ， 


可 求 得 解 集 为 {一 1.2, 一 
ر‎ 


设 y~ x 一 2 则 位- 


( 156, 1)u (=H 

OD 拓展 :“ 不 等 式 > [fo 的 解 集 为 Q" 改 为 一 般 形式 “不等式 > 
EDDA D 的 解 集 为 Q" ,结论 不 变 . 

СЗУ 延伸 :将 条 件 改 为 ~ 不等式 x 宇 FCD 的 解 集 为 ,不等式 + 之 [f(x)] 的 解 集 为 Q”。 
结论 不 变 , 仍 成 立 P = Q. 只 要 将 上 述 证 明 过 程 修改 即 可 - 

EM {ERK E€ Prz, > fU x, D fl) > ff. x, € QRH PE 
Q 另 一 方面 , 任 取 y, € QM y, > /L f(x.)1. 下 耐用 反 证 法 证 明 y, > fy). 

假设 y < f(y,) 由 于 函数 > = fO 是 严格 递增 的 , 则 有 yw < FC. < СУС А 


ЭШ у > LIO] FRIIS у. > f k RB у, € P, 即 又 有 QS P. 
— P 


2) Mt P > Q. 


A. 


ШРС О.Н QC Р.Р = Q. 


Н 


|a r: =] 
还 可 将 它 拓展 到 个 /的 情形 , 留 给 读者 自行 解决. 
: (4) 本 题 及 (2) (3) 中 的 结论 可 作为 小 定理 在 解 题 中 应 用 .如 ; 


= 
名 解 不 等 式 : V2 二 V2+ М <= 
加 解 不 等 式 , U — 6) 一 


очлана ан E S ae > тым. 


م = د 
本 题 的 结果 真 的 太 奇妙 了 !‏ 
ORo = (+4) -2r e‏ 


=), 则 不 等 式 JUD > Ст) 的 解 集 是 


RUT, 不等式 усл) > FCD 与 уса) > 的 解 集 同 为 [一 2.2] 

例 2 《第 11 届 "希望 杯 "高 一 年 圾 第 2 试 第 23 题 ) 函数 y 一 Jr) 中 的 > 与/(z) 都 是 正 
整数 ,并且 对 于 任意 的 正 整数 =, 都 有 

[сю + fOr +2) &2/се t D, ЈСО) < 2000. 

求证 ， 存在 正 整数 nhi r м}, (D 是 常数 . 

解 CD 假设 存在 正 整数 (使 OD > U+ D.N UHD < г/с + D — f(D < 
ая, 

同 理 可 得 


f(0 > fü + > рат > 
因为 对 于 任意 的 了 E N ,都 有 fC € N .所 以 
f(D > f+ SUH) > f+ +n 
RAD — k.M = JOD > UHD +E, уа + Ю Ооа FD € N' 矛盾 .所 以 候 
设 不 成 立 , 即 对 于 任意 r€ N ,都 有 /C7) < f(r +0. 
(2) 如 果 对 于 任意 的 了 E N ,都 有 FO A /(z 十 .那么 由 (1) 可 知 
IDEID E s< 
JD < 12) 一 
又 CD € N' ,所 以 /C2000) >> fC) + 1999 = 2000, 这 与 已 知 的 fz) < 2000 F W. 因此 
总 存在 mEN' .使 fm = fim + D. 
WEM н + 2 < 20 D) fim = fimt D Q 中 已 证 明 /Cm+2) > fem + 
DAT 


fOn+ D = Јон 2) = fnt 3) = fimt 4) = fimt 5) = 

MNF x> mal. f(x) = fm ERB. 
评析 ЖЕЙ r> m 时 ,f(r) 是 常数 . 这 里 进行 反面 思考 , 从 否定 fO) 不 是 常数 人 
手 , 否定 假设 存在 正 整 数 (, 使 OD > f+ DO MIH FCD < 所 (十 1) ,进而 导出 与 已 知 矛盾 


р a 


的 结论 ,使 问题 顺利 得 解 - 
例 3 《第 31 жж RHE A Ж Жм 2005 年 ) 是 否 存 在 有 界 丙 数 f: R R, i 
得 уа) 0, 且 对 一 切 的 r,y € В.А f (r+ y > fF OD + 2fry) + f G) RL? 


М 不 存在 , 任 取 x opn 一 二 .有 


Ja Fy >з HADH Суз 2 ст) ta Дера = 2/0) 


于 是 有 о + уз > FON +a = f, 
> pa. 

HIC) 不 是 有 界 的 ,与 条 件 矛 盾 - 

E RRRA SOO 是 有 界 函数 ", 有 明显 的 一 个 解 /(x) = z 是 否 还 有 其 他 解 ,值得 我 
们 进一步 探索 . 

ll, 构造 法 

根据 函数 不 等 式 的 结构 特点 ,直接 构造 出 适合 所 给 函数 不 等 式 的 未 知 函 数 . 

例 1 是否 存 在 两 数 /; N 一 N ,使 对 任意 的 n€ м т — 1 < ИО н +2. 

分 析 如 果 能 构造 出 丽 数 /[/(m] m 或 于 十 1 问题 就 获得 解决 了 . 

M RRA a 一 2.a, = 3.a, = 5,…. 依 次 道 增 甩 取 狠 所 有 不 是 整数 平方 的 正 整 数 , 今 
ws = ба”. JEH F€ М оте N. га 一 (a, 六 , 且 对 每 个 正 整数 .都 对 应 叭 一 的 
Cn EI n = a... 

构造 两 数 OD 如 F: 


+y +a 


Z fn m, 


мілае. 
ETET OOR 

IPREN om € N. 不 难 验证 ,对 任意 mE №. /L fo] = т. 

因此 存在 函数 r, N 一 N ,使 对 任意 的 me N' BA n —1< [f(0] сн +2. 

2 是 否 存 在 一 个 这 样 的 丽 数 /(z), 它 不 是 多 项 式 且 对 任意 实数 工 有 

(r Dft — (r+ D far D аба — D? 

M BERARD IERRA) — + EOD KE KOD 是 定义 在 只 上 的 一 个 有 界 
的 ,非常 数 .一 个 剧 期 为 2 的 丽 数 (例如 ,k(x) = sinlar) Со) = z— Са) е) .对 这 样 的 fO 
和 任意 实数 工 有 

= Dfe D (r+ far b 

= (r. rt (rz+1)XX(r—1)' + Са? — D[kC + 1) — Сг 10] 

San- Do (因为 A(z) 的 一 个 周期 为 2) 

из RRB у. CO =. +) C со, +=с).Ң FD ВН НАЧ 


„№ 


ID а) = f 


ЛЭ] > <. @ 


解 在 四 中 令 fo) 一 ,得 


ЖИЙ Лэ]! = усо. ° 
因为 e RRAN, h O 式 得 
РУС) < fan, Ф 
结合 中.@ 式 得 
РИСО) = fe. 
R /‹(— co, +оо) e (— co, + оо), 
ШУ Ф 


ЯТ x, oz, E сг) = fOr) MY fC, 
是 一 对 一 的 ,从 而 OD 有 反 函 数 . 

h O RI FD = f (r ,说明 fO 的 图 象 关于 直线 y = r 对 称 . 

综 上 ,所 给 两 数 不 等 式 的 通 解 是 定义 域 和 值 域 均 为 (一 =， + =), 且 图 象 关于 直线 y = 


feo], D (8 z, = z, Sk RU) fOr! 


+ 对 称 的 AEA AAR Ж. 
我 们 构造 ,得 到 一 些 特 解 : 
D SD =— r+ ele € Rs 
r+2.r < 1. 
(2) f) = 3>, 


trgo, 


D fw = 


我 们 还 可 以 通过 对 满足 0 < r < 2@%@ r E Xf OD ,然后 按照 @ 将 fC) 的 定义 周期 
延 折 到 整个 实数 集 上 . 

12, 求 极限 法 

通过 了 极限 或 求 导 的 方法 , 推 求 不 等 式 的 函数 解 的 一 种 方法 . 它 要 求 不 等 式 中 的 未 知 函 
数 具 有 可 微 性 ,往往 通过 将 问题 转化 为 微分 方程 来 解 . 

MI (2005 年 中 国 东 南 地 区 教学 奥林匹克 冬 今 芝 者 前 培训 А KARD) 求 函数 /: R 一 
Rh. 
а + D- Л] fee Vr € RAR | лсо fO | < 


解 Hr = 01 f(O)= бух & о, IBIN, ГОС 


mIo, 


RNIN HEEE > 0n EN .有 


М|т—у|> с ну f+! 
= |с уу) | 
| | 


= |r лоо 190-700], 


e= з + [e -‏ > لا 


人 


2 Шт FCD) 的 定义 域 为 (一 一 VEPAR RO) = ar + hr 十 < 满足 
FRAD > ГУС) arbe ЕЕЗ ОК FC). 
M 根据 多 项 式 g(x) 系数 的 任意 性 ,可 知 OD 实际 为 零 次 一 次 及 二 次 多 项 式 的 集合 ， 
Е] 
flar" + hr te) Saf a) Ыра + с, D 
由 实数 a,b,c 的 任意 性 , 知 可 到 = 0,6 = 1 也 成 立 , 即 
fato > {сю + с. feto fn >a 


мехов КӘ Лы) > 1,4 c0 су >, 


y e< om, EEA = f) 


SL ce. TICES 
于 是 ,f(D = LA = HU E RD, 
EAE O RH ar + hr +c +t > alr + ° + +40 +e, 
Мох € R 恒 成 立 ,可 得 4 = 0, 所 以 FO) = z. 
13。 微 积分 法 
有 些 函 数 不 等 式 ,有 时 可 以 利用 导数 的 定义 ,可 先 求 导 数 ,设法 将 问题 转化 为 形 如 : 
f = кб) 
的 形式 (这 里 g(r) 可 积 ), 然 后 通过 积分 得 出 


fen = ровен 


最 后 根据 条 件 ,得 出 F(z) ЕЯ 
例 1 RRR FU) EC o5, + o0) 内 可 导 ,f(0) = 1, 且 对 任意 的 zi ,xs .有 
FADS ads 


Жл +з 
BUR OND. 
М ”利用 导数 定义 , 取 工 = zz: = hf f +) > ODF, 
FESO HD AD 22 KL ~ 1]. 


„Ф 


Sarom PEED- en > flh, 


WER. h-e 0 f) > ff 

M h сову, Жр агр S D < fODf (0, 

со = DO, 

FRL усә} —— Ое FOND He p'u 一 0 所 以 
函数 不 等 式 的 解 为 FLz) = e Ür = om', 其 中 a 一 
“а>б.Ңа#1. 

#2 对 Vry € RBH f(r + y+ d + fe) > fCr + у) + Сл + 2 Wait ñ OR 
等 式 的 可 微 解 是 f(r) = ar + b. 

证 /(rty+ D+ fe) > fear + у) + fOr + B 

+ у+ d- /‹х+ у) > ftd fe, 


а> он» rt) 
> Hy 二 Сэ) Garr 


= 一 0, 对 上 式 两 边 取 极 限 ,得 微分 不 等 式 


Гау > fu, 


"feo = с. 
0) 一 1, 知 c 一 1, 所 以 J(7) = 


месон, Дата < ЫЛ ж fo + p = 
fn. 


FR /'‹х+ у) = fO. r= 0.18 /'Су) = СО f(y) = f (Oy +b = ay +b. 
评析 МДМ СО, +o) 时 ,解数 为 CD = ar 十 | Coarse > 0. 
我 们 用 (r orr) RRM r, ors er, PIRA 个 数 相 加 ,并 记 
FD = Pfirt (лут sr] 
ГИУ ЕТТИ 
ESUD > GR 000г (r ors ›, € D, 则 
FUND + Fal) + (R <Р, Ur) + F. ,(r) ++ 
例 3 i Vr. € RF /(1) = Ocal) 是 常数 函数 , 试 求 函数 不 等 式 
fiz) > al f€) + fU 


0, 则 结论 可 推广 为 


жен. 
解 “ 由 题 给 不 等 式 得 f(zy) — f(y) > et) fO, 
پم ر < م د‎ ARO, > асур Ёш, 
= = 
Dar Роу осо. 
мааа LRO, сш, ED. 
ЕЕ x= 


Ф. 


Фа Роу af 0. 
由 此 得 Суу = абу) С). 


所 给 两 数 不 等 式 的 形式 解 是 7(>) = f 


dy. 


> 
例 4 (1594 ж 26 局 国际 教学 奥林匹克 斌 是 改编) 设 连续 的 单调 函数 f: (一 1, + с) 一 
(=1. +o), f(0) = 0, 且 满足 


П + fO) + аус] 2 IHD HID, Vry E€ (1,499), 
WR f, 
тойу FCD BERRIES /(0) 一 0, 所 以 Уо) 在 罕 点 两 边 符号 相反 , 且 y 一 
Оў, Су) or Orr + SOD Haf O ан 0. 
Леж у + зру] fu) > 1+ feo), 

yO, 

[r+ fU + af] = fu 。 ош» 1+ f) 

rT fF af =r > sty 


>o Ür fO) зуу] fe , ltf) 
атов. > д2. 


уто oro > HEED, 
щ—1<у<ом, 


Lat f +2700] кө. 9330) сууны, 


r+ fO) rfO) r 
ар) + af] fen за жш). 


IFI FT THs 
yot оосо < HED, 


EZ 
从 而 有 eye) = H 
i 7(0) а EREI aA + Df (r) = 1 十 Fr)， 


M FCO = 0 时，1+ fe = 0, 所 以 /(z) 三 一 1, 不 是 单调 函数 ,会 去 . 
当 7(0 关 0 时 ,上 式 化 为 


al +f = f(r) = 1, Ф 


MIF 


[O+ z) fn] 


ату atay Afa) 


[al + f(r f] 


Е 1 
(т) пә = f(r 
ою = са)? -1. 
HAO = 0.18 c= 1, О а ЕФ ОКА a 一 1, 即 a 一 一 1 或 a 一 1 


当 am 一 1 时 .ftz) = (1+z)' 一 1 一 一 


Ма 1 时 .f(D 一 (1 十 zx) 一 1 
综 上 ,所 给 前 数 不 等 式 的 解 是 1(z) = DIS: fO = r. 


Tr’ 
经 验证 : 所 求 的 两 个 解 均 为 原 函 数 不 等 式 的 解 . 
14. WARK 
用 宕 级 数 法 求解 函数 不 等 式 ,首先 假定 未 知 函数 是 解析 的 , 即 f(z) 能 在 某 点 的 领域 内 展 
ПЕНА. ПЕДИК О. 在 解 具体 的 函数 不 等 式 时 ,我 们 可 选取 宕 级 数 


fO = Уаз PETA EN URCE E A EARE PR ERARE PRIA SK 
数 后 得 到 的 函数 方程 . PEOR PIR E f Fi M а Ci = 0,1,2,…) D iB tb ip Pñ t Y 


Жж. PETT 6 E W tt 2 OA E SRF E. 如 果 形式 解 (xz) 一 Sar’ 有 正 
AN AF E o WEBBE BR BAS SO UI WH W. TE O OEA BOR E ХКТИ. 


用 宕 级 数 法 求解 函数 不 等 式 的 依据 是 ， 
设 g(x) 是 民 上 无 穷 多 次 可 微 的 非 负 函数 , 若 a, 一 各 + &(0), 且 
Dar = Dor + gO). Ф 


1 н u 
则 a, = b+ je" (0) (к= 01 


证 明 在 O AMRF КЫ. Ф r 二 0, 即 可 得 
kla, = ktb +g "(0) CF = 0,1,2). 
#1 解 丽 数 不 等 式 Fz) > (qf. | ql < 1.420. 


ой f = Darm 


B $ fr = (o qr тә + дб). V gz 


Par = qr Уа агу +a 


ш Bar = Patey- Dat" + яба) Ф 


Pe- 


令 z= 0а = a, + gO) A «(0) = 0. 
在 中 式 两 边 求 导 丰 次 后 , 令 z 二 0, 可 得 


kta OO 


AM k = 1,2,…, 可 得 


我 们 可 用 a, 表示 出 a, (4 = 1.2.) К. 
#2 МЕКУ Sr) > zf). 


解 On = fO) + ба), Укба) 20.8 OD = Dar 


Dats’ = «уал +). 


Barr = Dar” + (nD. Ф 
+= 0а = коо). 
在 四 式 两 边 求 导 人 次 后 , 令 一 0。 


kla, = Ма 


故 所 给 函数 不 等 式 的 解 为 O) = 


得 


(ORTI 


Jar JER Pa, = а, + ДОЗ = 02,6), 
а = 09). 


RM ПН B коо) = r. Pa = an + ео) = 1, 


эю 


ГДЕ 


可 得 


e =a = 00а. = b,a =a ФЗ 


所 给 函数 不 等 式 的 形式 解 为 Or) 


15. 其 他 一 些 初等 技巧 

求解 丽 数 不 等 式 还 有 很 多 初等 技巧 ,下 面 仅 举 三 种 . 

O 参数 方程 法 

通过 设 参 数 方程 ,消去 参数 得 到 函数 间 的 对 应 关系 ,从 而 求 出 函数 不 等 式 的 解 . 


а 0 = e-2+ 1. = (+ DF а + 2 2,0 з 


„Ф 


0) , 代 人 所 给 明 数 不 等 式 .得 函数 不 等 式 的 通 解 : 
当 # 天 0 时 ,Fo 所 巡 十 2 一 2; 其 他 情形 ,条 件 对 函数 没有 约束 ,可 任意 取 值 (或 不 定义 ). 
加 基本 不 等 式 法 


92 RCD 县 定 义 在 (0,1) 上 取 值 全 为 正 数 , 且 对 任何 уе 0D AE 4 


解 对 任意 r,yE ODMR Izy E OD е0 + 1—4) < 
fo fay 


fo) و ے ال‎ 
交换 ac КУ, + OSD 三 2. 相 加 并 利用 基本 不 等 式 .有 
nD 


HD ال ر‎ ,LW LI» 
fO) тау f fa 


J+ [a] 


12 


SJ [у-у faa 


2+2 =4. 
ы n = суу 

ТЕРТИ 
жй. 

O 数 形 结合 法 

例 3 试 求 满足 下 列 条 件 的 所 有 函数 S: EARR abp fla + (1 pb] 5 
pf Ca 4 A = FCD ML. 

М 显然, 任 一 线性 函数 ，/(z) = Ar + BAER. 

如 果 有 非 线性 函数 FCD 也 满 是 所 给 条 件 , 则 在 其 图 象 
上 必 有 三 点 不 在 一 直线 上 . 记 MC (rayo PG, 
x) 为 ICD 的 几 象 上 的 不 在 一 直线 上 的 三 点 (如 图 3 
тл). 

为 确定 起 见 ,不 妨 设 P 位 于 直线 MN KEHO PAF 
MN 下 方 时 ,可 以 类 似 讨论 ) 


эй т. у 的 任意 性 , 知 Лт) 在 区 间 (0,1) 上 为 


直线 MN 的 方程 为 > = у + (r r). Ñ P fü T MN 上 方 ,所 以 有 


ТЕРЕНЕ 


[1 feo > 


注意 到 所 给 的 条 件 . 若 令 
= ra cpa + (1 — pb = z, Н. 


f+ 


这 与 四 式 矛 盾 . 故 非 线性 函数 不 能 满足 所 给 条 件 ,从 而 便 知 ,所 求 的 满足 条 件 的 所 有 冰 
数 为 任意 线性 两 数 . 


sinr 1) Z cos r + 2.4Җ Ж fer). 
жаке (F; 


L RAN T$ [уб] >т—3.,тєЄ RW Жа (zx). 
. RARFRER ус] >, € O.+>) BEEK f. 
BERD 是 一 次 函数 , 且 fU > 1024z 十 1023, 求 fon), 


W EO. ж W.R af Cz) + мш! f (Le чаша > 0) 的 解 


T. BR / ККЖ ЕФ rf о ауа f F 
8. ХАЛТЛаКТ вав f, 
4) (= +)+ IHH) чм. 
9. k fas ММ OD = 2n+1kCD) 一 3 且 
kO) > аи D] Yn >2. Ф 
RR к\т). 


10. RB IARXEMHERREHRaR,/OD) = Û H 


3f) 
n+ > n> D， 
/nt D>" Ф 


WR fO). 
п. 试 解 函 数 不 等 式 : 
пу) = (n= уН 21 R f(D = 3,22, 
12， 设 过 续 的 单调 函数 f: 民 一 及 ,7(0) 一 1, 且 满 足 不 等 式 
Faty > убт) ay +1. Ф 
KR fe. 
13. (2003 年 爱尔兰 奥林匹克 竞赛 题 ) шй. 不 存在 定义 在 正 实数 集 上 的 函数 /, 使 得 对 


„ Ф 


#Жу>т 
14. 证 


OH f) > (у Df um. 
: 不 存在 函数 /: R CR ,使 得 对 任何 正 实数 ry AA 

[ADT > far + If + у). ° 
15, KEREKER S: Re R, 对 任意 实数 ,y. 满 足 


кд Ку >а yy 
аваж ARA RRS. 
16. (2006 PMAR Ж Ж ЖЖ Идам) BF /(0) 一 二, 试 求 对 每 一 实数 对 


(re) ЖЖ убу) 2 für) + /Су) + зу) +1 бй 8 f(D. 
17, (1993 年 第 25 Ж IMO RAD 论证 是 否 存在 一 个 函数 1 Ne N’. 
CD 使 得 f 
D о) = f) tn Mr EN! 成 立 5 
(3) f) < fm +) 对 于 一 切 mE N' K z. 
18. RSD 的 定义 域 为 0, 十 co) fC) EEA f Cr), R ж Ж E & + # f f(r) > 
ГЕЛ 


со ишак ро) 一 P ko, +c) 上 的 音调 性 


(2) i8 xez, € (O, +S). f fer) + fU) 9 fen + ду) 的 大 小 ,并 证 明 你 的 结论 ; 
CE EN ж. € (0, +o). n> AR fOr) + fOr) ++ + f(r) 5 fa + 
те + т 的 大 小 ,并 证 明 你 的 结论 
19. 函数 三 定义 在 及 上 ,并 且 满足 下 面条 件 : 
Со) F BE 


D жеж LE RBA л) >=, 


O HER rE кий оло] 


RID 并 给 出 一 个 满足 上 述 条 件 的 函数 . 
20, RARAMEN S: 也 一 及 ,7(0) 一 0, 县 满足 不 等 式 
FIDIS Q + D fa А. Ф 

RPO. 

21. EM: 不 看 在 函数 f. 民 一 R' .使 得 对 任意 z. € В. f fat у) > fu + 
MIDI. KER 表示 由 全 体 正 实数 组 成 的 集合 

22，( 第 4 局 大 学 生 国际 教学 奥林匹克 试题 ) 证 明 : 不 存在 实数 集 到 实数 集 的 映射 使 
得 对 于 所 有 的 正 实数 rf 


€ 


fz +) > AOU Ф 
ГЕЯ 

23. (2004 年 泰国 数学 奥林匹克 试题 ) 是 否 存在 函数 f: К R' ,对 所 有 的 r. € в. 
[fO + DF = САСО + yf (1. 

24. 试 求 出 所 有 定义 在 (0, 十 oo) 上 满足 


ао ны‏ > ف 


HERE K.X ¥ ab € (0. +). 
25. HIR AR 是 连续 函数 ,/(1) = 1.3 Vr € R° 


жак < Тисо. 


тем. хна 


函数 不 等 式 解 函数 的 性 质 


are BEB 
在 由 两 数 不 等 式 给 出 的 试 是 中 ,相知 两 数 性 质 的 论证 是 -- 块 重要 的 内 容 . 主要 讨论 未 知 


函数 的 昔 泣 性 ,有 界 人 性 ,出 期 性 等 .对 于 定义 在 目 整 数 集 上 的 林 知 两 数 , 则 主要 讨论 坝 数 值 的 
闸 偶 性 ,整除 性 ,及 所 数值 的 取 值 范围 等 


Mamon 


例 1 集合 A 由 适合 以 下 性 质 的 函数 /7z) HR: FEM r > 0, y> O. r> y. 
部 有 


fa +усу) > a (622) 
试 判断 fU = logs М fil) = (r + V 是 否 在 集合 A 中 ?说 明理 由 . 
解 取 zr=1y=1. 则 


f 


+ 2f, (A) = log: — 2log:4 = log: 16, 


эл, (HEXA) = slogi = iag27 > юы, 


ERr > 0. y> 0 Изя у. 


fat +26 


70 


ш ло» + 2ft) > af, (2. 


“ JD € A. 

评析 讨论 "是 否 属于 某 集合 ”问题 ,验证 “不 属于 " 的 简便 方法 是 举 反例 加 以 说 明 ;验证 
“属于 ", 一 般 依 题 意 代 人 计算 即 可 

M2 若 对 任意 ze A, y€ МАСЕ. B 
fr у) 为 关于 +、y 的 二 元 函数 . 

现 定义 满足 下 列 性 硕 的 二 元 函数 Cr. у) 为 关于 实数 y 的 广义 "距离 *， 

CD EME: fr, y) 3= 0, 当 且 仅 当 工 一 y 时 取 等 号 : 

OD 对 称 性 : fer.) = f(y mi 

(3) 二 角形 不 等 式 : fer, y) < Лего D + Сао у) 对 任意 的 实数 = R Y. 

今 给 出 “元帅 数 ,请 选 出 所 有 能够 成 为 关于 r, y 的 广义 "距离 " ОЕ AP, 

Фа у) =l r= y lD flr, у) yD fn Мт у. 

EMMY. 

М RHO 三 个 性 质 都 满足 :其 中 O 不 满足 性 质 (3). 不 满足 性 质 (2), 因 此 正确 答案 
MO. 
WR ЖЬ МЕСЕ О A E. Т ЖИ за tiki нан 
义 , 具 体 求解 时 需要 与 已 有 的 旧 概 念 进行 区 分 与 联系 ,并 在 此 基础 上 研究 新 概念 或 定义 的 内 
少 和 外 适 , 解 决 这 类 问题 ,只 需 验 证 对 象 是 否 满足 定义 中 的 条 件 和 本 质 内 涵 . 

йз f(z) 是 在 及 上 的 函数 , 且 满 足 : D 对 于 任意 的 了、yE RA rty) < for) + 
fl 84 r > 081, fC) < O. HI Ar) 的 单调 性 . 

M Enn ERR < r 

由 条 件 四 得 KK) 一 
fe). 

因为 天 т, > 0, HR О @ fer, — r) <O REL far) — f(r) < 0. fer.) >> 
flr. RI fx) 在 (一 <) 上 是 减 函数 . 

例 4 (2008 年 浙江 省 理科 高 考 压 者 题 推广 ) 定义 在 R 上 的 非 负 值 函 数 f(z) 满足 

fir+1 + fr+D—1 < FG). Ф 


„Ф 


) 有 唯一 确定 的 f(z，y) 与 之 对 应 , 则 称 


Et 


Are Го. men = | 一 二 |]. 证明; 村 任意 的 Ee RF fo < 1. 


EM 由 于 CD 是 非 负 两 数 , 且 r € (o. 号 时 ,f(z) € [o +] m тє fo, ym, 
о 


在 加 式 两 边 减 去 1, 得 
[f+ DILD +2] S [fU —1][/сх) +1]. 
з f(r +D F2 > O, fay + 120.8 усл) <I faH 5 fC — 1 Fl 
号 , 均 为 负 . 
Жой fe) < 1, 可 推出 ftz 十 1) < 1, ° 
据 此 ,由 € (0. 1] 时 ,f(z) 一 1, 可 推出 TE (1. 2] 时 ,也 有 f(z) < 1. 
类 似 地 ,再 用 O 式 ,可 推出 xz € [2, 3] 时 ,f(z) 一 1,…, 进 一 步 地 ,用 数学 归纳 法 可 证 ， 
Fr € RBH OD 一 1. 
MS ШЛ 是 定义 在 只 上 的 函数 ,对 任意 的 re 民 都 有 /f(x 十 3) < f(D +3 fl 
Дос +2) > ба) +2.Ф кб) = fu) — z. 
CD 求证 gU) 是 周期 函数 (2) 如 果 f(994) = 992, 求 /(2008). 
解 (CD iE: HI gU) = f(z) 一 7, 得 
gr +2) = а) 一 了 一 2， 
K(r+3 = 1(r 十 3) 一 了 一 3. 
由 Fr+3) < fa +3 fa f(r + 2) > fo) +2 АФ 


KO(r+2)2 fa +2 2= у) — r, D 

KG 3) < бю +3——3 = fa) ла ° 

MOW gr + 4) > f(r 42) Q r—22 fu +2—- r—2= f(r) — z, ® 
«(r +6) > /(т+2›— 3 fG)+2-r—2= fay — r, Ф 


Е r—3 € f(D =z. 

Hi DOD f girto) = FUND) —z = (т). ибт) 以 6 为 周期 的 周期 函数 . 

(2) W: 2008 — 994 = 1014 是 6 的 倍数。 

所 以 402008) = g(990), 

р 702008) — 2008 = /(994) — 994, 

所 以 7(2008) = /(994) + 1014 = 2006. 

WA 这 时 用 不 等 式 法 推 证 的 依据 是 : ¥ A < B< A.N A = B. 

例 6 《2008 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 第 1 RR i S) RELER EHAR HF 
f(0) = 2008, 且 对 任意 € 有, 满足 fr 十 2) — f) S 3.22, f(r +6) — f(r) 22 63. 2°, 
则 /2008) = 

解法 1 由 题 设 条 件 知 


ep, 


f(r +2) fn =— [f(z +4) — fee +2] 
>—3+?75—3.2°°+63. 

因此 有 f(r +2 — fOD = 3.2 k 
(2008) = f(2008) — f(2006) + f(2006) — f(2004) 十 … 十 72) — f(0) + f(0) 


Ka+ Лас [fr 6) — f(z] 
ЕА 


= 3 (2 4 2t 0 


анн 
=з. 1 рдо 
= 2"* + 2007. 


解法 2 Фасо = 7(z) 一 2 则 
К+ б = f(r +2) ЈС =2 0 3620—3627 


gU +6) кб) = f(r +6) — fOr) — 2” + 2' 


63.2'—63.2' = 0. 
Ш gtd дб), (r+ 6) > gD, 
CT 

得 k(x) 是 一 个 周期 为 2 的 周期 函数 ， 

所 以 。 7(2008) = g(2008) + 2”* = g(0) + 2"“ = 2° 十 2007. 

例 7 已 知 函 数 不 等 式 


fay > cos +/(;)- 


其 中 JOD, z € (к. к) 为 连续 函数 , 且 0) = 1, 求 证 : f(x) > Š 
ЕСЕТ 


f> ert 


/(#)> (8). 


HIE /(; «= ($). 


EER Є (一 xz, я), cos >Ori= 1.2, 


n 结合 原 函数 不 等 式 ,可 得 


因为 fe) AERAR, H /(0) = 1. 所 以 


1.70) =1, 


мз йй. Сео, + co) 一 0, + oo) HEY 
Ка JWI > flr) + Jf] = arf(y) —bf(y) — c 
=й, y € В И RIE, lim L 
解 Mr = f(y), 得 
KO > 2707050] — af (у) — 60у) — c, 


Р b 
ш ADEFE 


所 以 ocr t brp EAD, 
РЕТГЕУ 


مرخ ہ1 1g‏ <0 


жий „нип LP < lim 


.1 үс+/о› 


т» ШАХЕ В EHRAR f(D. f00. fO 满足 
JUD = fil) Сю) ERK D ЕНЕВ W KB r. r i 
I fz) Аа EAA 

(D # y = 用 (x) 是 区 间 口上 的 增 函 数 ,能 理 确 定 y = fO 是 区 间 DD 上 的 增 函 数 ? 

(D 着 y = ус) 是 区 间 D 上 的 增 函 数 , 能 否 确定 y = fC) 是 区 间 DD 上 的 增 函 数 ? 

在 上 述 两 问 中 ,如 果 能 够 确定 ,请 给 出 证 明 ; 否 则 .请 举 一 反 例 . 

分 析 从 几何 意义 上 思考 ,就 不 难看 到 问题 的 本 质 , 并 作出 正确 的 判断 . 

| f Лао Бао АС | 意味 着 什么 ?意味 着 f OD 的 变化 比 Со 来 
得 显著 ,f(x) 的 变化 幅度 要 大 些 , 户 (z) 的 变化 幅度 小 些 . 那么 单调 性 由 谁 决定 呢 ?由 变化 显 


€ 


问 不 能 确定 .事实 上 
a) + fz)] 
[fç ~ А000). 

内 为 "两 数 相 加 .符号 取 绝对 值 较 大 的 那个 数 的 符号 ", 所 以 .iGn) > fi Cz) 时 ,jn) > 
fO 也 就 是 FCD 与 f CD 有 同样 的 单调 竹 .这 是 一 种 简捷 的 证 法 ,只 用 到 了 数学 中 最 基本 
的 知识 一 异 号 两 数 相 加 的 符号 法 则 - 当然 有 了 第 一 问 "能 够 确定 ” 的 狂想 ,我 们 也 可 以 用 打 
开 绝对 值 的 方法 来 证 明 . 

解 《1 能 够 确定 . 证 明 如 下 ， 

因为 > 一 G) 是 区 间 口上 的 增 圾 数 ,所 以 对 任意 的 到、 天 € DOR з, > n UT ЛАЦ) — 
fir) >o 

又 Ле tn |>1 слао. 

所 以 faro- G) > (л) о, 

Юй с + fat) > убу) + flrs 

W fr) > fa. 

Щщ у= fC EK D EMH. 


著 的 部 分 来 决定 , 由 此 可 以 断定 ,第 一 问 能 够 确定 ,第 
Fad — flrs) = [ha + fala Y 


fr) = fitz] 


(2) жй. 

ФЛ) = т. оС BR LORAN. CD) = 一 2r 对 任意 的 两 实数 mn ，z ,满足 
Ад бао AE а —ж =| frn) ду) f fu = р + ДОЮ) = 
rf R rat. 


评析 сына EE Өй ЖЕ JR (RW WO). 反例 具有 多 样 性 ,比如 / (r) 还 
可 以 是 非 单 调 函 数 . 

探索 一 道 题 直观 意义 的 作用 包括 :OD 帮助 我 们 从 不 同 的 视角 理解 题 意 ,如 果 已 知 条 件 是 
用 文字 叙述 的 ,把 它 舌 译 成 图 表 , 理 解 起 来 就 容易 得 多 ;加 明确 这 道 题 的 解 题 方 向 ,因为 解 题 
思路 的 产生 更 多 的 源 于 直觉 . 源 于 我 们 对 这 道 题 的 直观 判断 ,除非 它 是 常规 题 型 ;四 预期 这 
道 题 的 最 终结 果 ,直观 意义 往往 可 以 赵 越 刺 辑 步 翰 .捷足先登 地 直抵 目标 . 但 具体 到 解答 步 
机 , 述 是 要 加 到 数学 的 抽象 表达 ,运用 严密 的 数学 推理 . 

数学 的 直观 意义 远 不 只 是 用 图 形 来 刻 男 数 或 式 ,也 可 用 数 或 起 来 说 明 图 象 .用 现实 意义 
来 描述 抽象 的 结构 等 . 

例 10 《2003 年 越南 教学 奥林匹克 竞赛 试题) 设 了 是 满足 以 下 条 件 的 全 部 表 数 7 的 集 
合 : J: R eR 且 对 任何 正 实数 成立 : 

IBD > Йо]. 
КОТОВ КЭ a: 对 所 有 f € 下 成 立 : fU) > ar ,其 中 工 为 任何 正 实数 . 


(R 表示 全 部 正 实数 的 集合 ) 
75 Ë 


解 显然 - 丽 数 1(r) = FERD € F. 


твар 
设 了 是 正中 任意 ~ 个 函数 , 易 知 
Ap > 要, ER. Ф 


考虑 由 下 式 定义 的 数列 {a.): 


对 用 归纳 法 ,我 们 来 证 明 : 对 任意 的 aE N* .有 
JUD ал. r € R°. 


事实 上 , 式 中 表明 , 当 n= IHR DRI. 
假定 当 n АВ, D 成 立 . 则 有 


Ө 


Жою 2 (Ë+ Saa e E 


£= 
3 


FH п 一 大 十 1 时 , 式 四 也 成 立 . 
根据 数学 归纳 法 R О) 恒 成 立 . 
1 


下 面 证 明 lima, = }. 


首先 对 进行 归纳 , 易 证 序列 {a.} 以 上 为 上 界 .因此 s.， 一 
这 表明 {a.) 是 一 个 递增 序列 ,因而 le.) 是 一 个 收 敏 序列. 


Жа, = 于 证 上 求 极限 ,可 得 lma. 一 二 .于 是 有 f > Ж. r€ R°. 
1 

因此 a 一 十 

例 11 ERAU) E X m F: f(D = 2, f(2) = 7, 


< fat o- Em. 


证 明 : x n > 1. fo) 为 奇数 . 
分 析 本题 的 特殊 点 在 于 所 给 递 推 关系 是 不 等 式 .应 对 它 作 适当 变形 , 找 出 等 量 关 系 ,以 
便 进行 推 证 - 
为 此 , 先 试 求 数列 前 几 项 ,得 
fe = 2, f(2) = 7, f(3) = 25, fO) 一 89。…- 
推测 它们 之 间 可 能 存在 一 个 线性 递 推 关系 ,经 试 算 有 


а. 


fo) = Зу Dfa 2) (n> 3). Ф 
下 证 O Жиз. 

n= M.D 显然 成 立 . 

假设 ”一 《时 .@D 式 成 立 , 那 么 


fO _ {[зук—1›+2у‹к—2›] 


] зрар+2. LMS @—® 


79-0 TaZ 7-10 
š - p-2. f zD -/‹Юу‹#—2› 5 
3/ (+2F 0k— 0—2 yuy ® 


由 于 /(1) = 2, /‹2› 一 7 都 是 整数 , 易 证 31 (kt) 十 2/ (和 一 1) k>2 都 是 整数 .如 果 能 
证 明 
Ll DAA 


ШП 


则 按 题 设 递 推 规则 ,就 有 
FHD = 3f сю +270 
为 证 明 国 , 可 将 它 变形 为 


затору) |р 2 |.| | —1›—/‹юу‹—› 
£ fG—- 1D) ПСИ Г 2) 
ИТЕ rus 
а || 
其 中 前 一 因 式 < RARAN АА 
— 37 fa- 
Pann a Ç 
ш Реала} 1 


因而 对 一 切 关 3 式 均 成立 . 

Hh ORTUA SOD 5 f ся — D 有 相同 的 奇偶 性 ,由 于 f (2) = 7 为 奇数 , 故 ， 
Bef OD 必 为 奇数 . 

例 12 Жл. мем 满足 

(D fin + D > fo, 

(2) Д/с] = 3m. 

求 (1992). 

解 ” 我 们 先 把 /的 表达 式 求 出 来 ,然后 再 求 /(1992). 

首先 ,有 /CD = 2. f(2) = 3, 

因为 车 f(D = LM STED] = f(D = 12 3.502) FR. 


„Ф 


ESD 兰 3, 由 条 件 (1) WSAD > D+H > f) +22> 
Да] SD > 5 #3. 
这 与 VLA(D] = 3 了 矛盾 .因此 


JOD = 2. J(2 = FIFO] = 3. Ф 
因为 Jam = FSE = FOS 
= 3f, 
m fam = Зу. ° 
所 以 由 O 式 及 © 式 立 得 (用 归纳 法 易 证 ) 
JB 2.7, 


(2.3 
注意 到 2。 5 3" ZARRASI 个 自然 数 ,而 3" 5 2 3° ZMH 3 一 1 个 自然 
数 . 由 条 件 (1)( 即 了 是 严格 单调 增 博 数 ) .可 得 


3+ т 
Kma, n= 0,1,2 Ф 
由 外 式 ,得 
f23 + m = З + m = 303 + m). 
于 是 ,我 们 有 
[2.3 + т.п tm Ост зе, 
о) =) 
(зз + m) ит 2۰3 + m, 0 < m < 3", 
由 于 1992 十 534, 所 以 


f(1992) = 3037 + 534) = 3789. 


例 13 CMAK Ус) 定义 在 [0, 1] 上 ,上 且 同时 满足 : O f(D = 30 о > 2,@ # 
СН fOr + x) S fn) + fOr) =2. (0D ЖЖ FOOD 的 最 大 


值 和 最 小 值 M2) 试 比较 (E) iH Амте NDC WARI: 5 = у; (n € N 


时 ,有 f(x) < 21+ 2.H HIBR E, 对 于 一 切 工 < (0. 1], f(z) < 2r 十 2, 请 你 判断 
猜想 是 否 正确 ,并 说 明理 由 
м (1) m. 


(2) 由 (1) 易 知 f(x) RRAN. Ф т, 一 m 


而 BO n BO, r+ 


Wr + = k. Bb (а) 


а) а) e. (i)a ЕЕ 


€ a 


2]. a. = СЕГЕ 


)-2< (9) mu 


《3) 对 于 任意 r€ (0. I BFE n E Nr ,使 得 由 fO) 是 增 函数 得 


=< 


бо (4 


+ 2. 所 以 Fr) < 21+2, 


评析 ”本题 的 关键 是 要 寻找 (2) (z 


的 关系 ,它们 的 关系 一 般 能 想到 两 种 二 = хааа — gly + 起 由 已 知 条 件 (1) шат 


AEN 而 不 用 "x”, 所 以 选用 后 一 式 探求 递 推 关系 . 对 于 (3) 是 要 学 会 用 公 比 在 (0，1) 之 
间 的 等 比 数列 将 一 个 辕 定 区 间 切 分 成 互 斥 (交集 是 空 集 ,并 集 是 全 集 ) 的 数 集 进行 研究 ,体现 
了 要 研究 整体 先 研究 部 分 的 思想 方法 ,这 也 是 高 等 数学 的 常用 研究 方法 . 

例 14 (第 5 局 中 国 中 学 生 教 学 奥林匹克 冬令 党 试题 ,1990 年 ) 设 函 数 1(z) roA 
HEX. AMER: 


《1) 对 任何 x y %0, ODF < y f 


атентат 1, Чу: ZM 


£)+#/(‡)ı 
(2) 存在 常数 M > 0. 4 0 < r= 181. | ус) |< M. 
RUE, f) < 2 


EA 《用 取 横 限 法 ) 在 条 途 (1) Н Фу sdf FCD <S 2F (+): = о, po) < 


0, 00) = 0, 得 


fn > gf an 20 G>. 


r x OM 


$n, ga < Lg f <F. 
评析 ”实际 上 ,我 们 在 本 是 的 假设 下 已 证 明 


n<} 


例 15 (# 48 8 IMO 预选 题 ) 对 于 所 有 的 т. n € N° жу. N NY 满足 
Гоп + т) > fm + Efm]. 


3R 702007) 的 所 有 可 能 的 值 . 其 中 ,N* ТЕ. 
解 702007) 的 所 有 可 能 的 值 为 1, 2. =. 2008. 
РНЕ ЛЕВ m, п. m > nM 


Уот) = fln+ (m— т] 
> fo) + /оя—т]—1 > fm. 


因此 ,下 是 单调 不 降 的 ， 
对 于 任意 的 正 整数 "，F(m) = 1, 显 然 满足 条 件 . 
假设 fm) 关上, 则 存在 最 小 的 正 整数 .使 得 /(a) > 1. 
于 是 ,对 于 所 有 的 正 整数 上 > ati 
fo > feay > 1. 
在 正 整数 "使 得 Сн) > n. W 
Кю) = АО) 一 四 十 只 
> Asm 一 四 十 元 /0D] 一 上 


К.) — n] < 1 
T.O) = n <a. 
UE JOD -nn = АВНЕ КЙ <. 
ПИС: 
M k+ eI РОЮ = [+ b 


(+ ЙУ) 
а! 
= RHO = 26+ 0-0. 


Pesh 
因此 ,对 于 所 有 的 还 整数 .有 


Fa < n+ 1. 
特别 地 .有 702007) < 2008. 


80 


下 面 用 例子 来 证 明 : 72007) 能 取 到 从 1 到 2008 的 值 . 
Ù 00) = maxtl, n+ j— 2007) (j 2, +з. 2007), 


fn. 2007 Fn 


э) 一 
Лаа, 20071 =. 


>, 2007). 


W 7,2007) = jG = 1.2, 
Sms (2007) = 2008. 


，2007, 因 为 /是 单调 不 降 的 , 且 S, D < п. FAE AFA ER n, 


对 于 j=1,2， 
H PELIS f, < n. 
# f = 1.0 
Гат т > f, > 07,60] 
= т + 7,00] 
MERI. 
# fm) 天 1 , 则 
f, HAE] 
m+ jj — 2007 +n 
= (m+ m + j — 2007 = fm + n). 
因此 ,fy(j = 1, 2, ++, 2007) 满足 条 件 . 


因为 对 于 所 有 的 正 整 数 ， 
n+12 fanl >п, 
Mon + S foal Sm]. 
实际 上 ,车 faa OD = nM 
Sms] = n. 


f: 
著 fom Cn) 一 十 上. 则 由 2007 | n, f 20073 (n+ D. 于是， 


Juul fsa] = faa n+) = я+1. 
# 2007 | (m + n) W 
Sommi = m+n + 1 
= нор 
> foma (M) + fom Cfo 011. 
若 2007 ¥ (m+ n) А А 2007$ m, 8 2, 2007 Y. n. 对 于 前 面 的 情形 有 fao CM) — т. 


的 情形 有 Soos С Сн) = fs Сн) = т, Rk 
81 А 


Sens от) + focal яу] 1 
< опфа DIS foam +m. 
因此 ,os 也 满足 条 件 . 
例 16 (第 44 届 1MO 预选 题 ) 设 R° 为 正 实数 集 , 求 所 有 函数 /: R> R ,满足 条 件 : 
D 对 于 所 有 z. yz€ R+ ,有 
f(ryz) + fn + Су) + fz) = f€ VFS FC IYE JC Var эз 

D HFAA IS z < у OD < fo. 
R RIEA /(z) = + r 满足 条 件 , 其 中 是 任意 正 实数 ,为 此 , 先 证 明 -- 个 引 理 
引 理 тҥн ТТТ 


fO) = g(r) + 


BIEN: Ú r = > 
уаз =2. 


= = 1, 则 条 件 (1) 化 为 4f01) = PCD. 因为 fO) > O, 


EXAM A: [1. 十 en) [2, +o) WAD = r+ D.Y (C€ І, 


格 递增 函数 , 且 A 是 双 射 ,所 以 , 甫 数 g(x) 是 叭 一 确定 的 . 
因为 A 是 严格 递增 的 ,所 以 ,g 也 严格 递增 ,由 OD = 2 ML gO = 1. 


rs у, = (re E) ao = (T). 
1 


)) 是 严 


Cs ye D = (CF, 1. D.N f) = О 2а 


ra) feo + /(+)= SOf 


gO 9 = (+. + 
ta y o = (её. E e)a усоу()= уэ + f 


+ f(D 4. 


B1 < z< ys FEN giay) = gO). 
L] 
иж ran +/(®)= [o+ 0 Гоо 


=>] 


Loppe 
RODEN J LeO) gC 


= кок + 


san Д®)-[«о+ a] + [ew + 25] 


= wana A 
[swe + су 


于 是 ,| Fr (Z 


Ф. 


(асосу + hl, Е) 十 
i E5 


[aeneo А(# 9). 


BN fry) = Atg(xzy)), 且 A 是 双 射 ,于 是 g(xy) = gg) 或 g(zy) = <. 
义 因为 fy > у B я 是 递增 的 ,所 以 。 

KOD) = KDO). 
对 于 一 个 确定 的 实数 = > 1B д) 一 
因为 ко > 1. A> 0. 
于 是 .对 所 有 有 理 数 абу € (O. 十 =)), 有 After) = со) = er. 
因为 8 是 严格 递增 的 ,所 以 ,对 所 有 £ € [0, + со), ке) = e. MÎ, x> IR gl) = r, 
FR DIMSO = +r ш f(D = (E) 


O< r SIMD = r, 
下 面 验证 对 于 所 有 的 MX > OMA CD = r + r 满足 两 个 给 定 的 条 件 . 
СЕЕ 

= [yÊ + (ayy Coe) + DH]. [ar + (ar)-+] 

چ ج چ + ر ج ++ رج ج عر = 

= frye) + JUD + fo) + fe), 


MISS у. 


ID- fo) = y+y س‎ 


所 以 ,f(x) = o + r Q > O) 满足 条 件 . 


L ЛО ЗКЕН Я В A f(a) + f(b) > fCay + С Жа+Ь>0%( ә. 


A хатаж в AEREA 
C. RABE D. ижжейжан 

2 җай OD MERE REE. +o 上 是 减 函数 , 则 下 列 不 等 区 成立 的 是 ( ) 
A. ((-®)> e ажо. /人 -时 )> ra a+. 
сл) peat. D. 7 人- 三)< fe -a+ D. 


„Ф 


3. EXEC, 
fo HERE, 


УШЕЙ f(x) ЗНАК EE КО) 在 [0, +50 LBN p 5 
а>в>о.ен киж. 


ФИ fia) > gg O FO) — fC a) < glad — gi b 

Ф fa — f(b) > g) а а) @ f(a fd < д — gi a) 

其 中 成 立 的 是 ШЕ 
A DS@ BOSO c ose D. Q s @ 


4. #ЖАЖАЕЕҖа@ у= F(z)， 对 于 任意 的 了 , y€ 肥 , 不 等 式 fr —2л)<—/(?у— 
MKI. 县 函数 y 一 fr 一 1) 的 图 象 关于 点 (1,0) HER HISSA 的 取 僵 范围 是 
Be 
1 1 à 1 1 
aE [Фа] еар eft] 
5. (2007 年 陕西 省 高 考卷 理科 第 11 题 )F(z) 是 定义 在 (0, +o) LATE LA 


ASUDE 把 0, 对 任意 正 数 a、b, 荐 a < b. BR со 
A. арба < fo) B. bf < f(a) 
©. ағ < bf) D. bfta) < ау) 


в. EMEK уо) 的 定义 城 为 [一 2, +оо), В f = —2›= 
Т ЛЮК Ку f OD 的 图 象 如 右 图 所 示 . 则 平 而 


|>® 
EMI =0. 所 图 成 的 面积 是 6-3 
да+ <1 
A.2 В, 4 š 
С. 5 D. 8 
1. у RUD В EHA FER. О), коо) ИЯ FOOD. UD Bb $ EM, E 
f с\т) + УС) (a) < 0. ¥ a < bA ‹ 3 
A. FUAD) > f(g) В. Роба) > flagir) 
©. flag) > f(g) D. f(g) > Уа) ва) 


з. 函数 f(x) 的 图 像 如 右 图 所 示 , 下 列 数值 排 岩 正确 的 是 《 О 
A. 0< f(2) < 7(3) < f(3 — f(2) 
в. 0< 7(3) < fay — f(2) < f (2) 
©. 0< f(3) < F(2) < f(3) — f(2) 
D. 0 < /‹з›— f(2) < f(2) < fa 
э. @ ЛМ N. B 9 B 8 EEK л. 有 fn + D > fo. 
CFO) = Зп. 501997) 的 值 为 E 7 
A. 1997 B. 1268 C. 3804 D. 5991 


e>. 


10. (第 1 BRRR” 高 二 年 级 第 2 该 第 3 题 ) 丰 是 及 一 及 上 的 一 一 映射 ,函数 y 一 7) 
FERH TER OD HERA PEER r> IID] 的 解 集 为 Q M ç y 
A.PsQ B. P=Q Cc.QsP D. PEQEQSEP 
1. 对 于 函数 /с жЕ r. тул, ¢ x:》 有 如 下 结论 : 
O fr +a = f(D fz) Ф fer, * z) = fz) + fxs) 
® /(= у^ )> “чоч 


BID = 10 时 ,上 述 结论 中 正确 结论 的 序号 是 
12. Hr E йн. (а) <O, E /(3) 一 0, 则 不 等 式 (x 一 f(z 二 1) > O HN KR Е 


13, LR XE О, 1) EAER y= /(z) HERRE B 
所 示 , 对 于 满足 D << LIKER. HTAR: 

O f= f(r) >n аа 

@ а/с) > л/с, 

feo t a) > акау.‏ و 


其 中 正确 结论 的 序号 是 (把 所 有 正确 结论 的 序号 都 填 上 )》 

1. BHBRD 同时 满足 下 列 五 个 条 件 : 

O fat D 的 定义 域 是 [一 5，3];@@ fOr) + fc n = о,@ fi- D = 0,@ 在 [一 4,0) 
上 单调 递减 5 没有 最 大 值 . 

СЕ rf) 三 0 的 解 集 是 

15. AMER 28 届 高 中 数学 竞赛 试题 )7(z) 是 定义 在 (一 oo 十 0) LM RRR. H 


уа жэ +/а =) = уа. JD 在 [0. 1]. кеев. (10). (202 £). f(2)» 


小 到 大 排列 为 
16. EAR FCD EC. + FEN HER RR ERIC = ав 
fU =? э < fU 十 2r 一 过), 则 工 的 取 值 范围 是 O 
17. ВЕЛС) 在 区 网 (0, +оо) LER HER ER r. O) > уса). fO 
iË, f) 2 


18. жай FOOD BR fe + fo) = (EE 
CD JOD BR XR DC 1. Di 

(2) FERE Ca, В) h FCD >0, (O < a < b. f CD 是 单调 递增 函数 . 

19. зло 是 满足 下 列 条 件 的 函数 : 

(D жау У +; ш> f+ у. FE KK = € Гу. т] б) 一 ww 一 < 
(2) FE су 一 至 少 有 一 个 解 并 在 该 方程 的 解 中 存在 一 个 解 不 大 于 所 有 其 他 的 解 ， 


„Ф 


) 昌 存 在 反 函 数 ,求证 ， 


C3) f(0) = 1 
(4) FC 2007) < 2008, 
O) ADS = Кау + yf (x) + zy] 


试 求 ，/( 一 2007) 的 值 . 

20. (1993 年 美国 数学 奥林匹克 访 题 ) ЕЖ, [0.1 一 及 满足: 

аз 对 任意 上 E [o, 11, Л) =O, 

Df 

O ¥ x ye rty € [0, 1) AD HSO) < fiat у). 

试 求 (并 证 明 )， RARER c, 使 得 对 于 满足 性 质 (1) ~ (OD HETER /及 每 个 E 
DALAR NOD < er. 

21. (2003 PRIM Ек AEEA) 设 了 是 从 非 负 整 数 集 到 自身 的 画 数 .对 所 有 
п>о,ай 

(D [fan + DF- (SOT = бус +1, 

D Amd > fO. 

问 在 / HIR F iM RR F 2008 的 数 有 多 少 个 ? 

22. (2003 年 英国 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 设 N 为 正 整 数 业 ,1; NN ENDARA, 

(1) 证 明 ， 存在 一 个 由 正 整数 构成 的 等 差 数 列 aa 十 da 十 2d, 其 中 局 > 0 使 得 

Да) < fla +d) < fla +24, 
(2) BE RHEE В Ва atd. =, a+ 20034,4 P d> 0, 使 得 
fa) < ftat d) < + < уса + 2003407 

23. (2005 HEH FAKE ЯЖ) BK f: ZO ZAR: HIER a. bE ZH ah Z 
OER fab) > fa) + fM. 

EM 对 任意 a E€ И аз 0. пем, Bf % f(a) = 21(a) HK f(a) = пуа). 

24. (1996 ФШ АКЖАН tN ХЕЕЕ КАЯА БАЖЯЦТЯТАК 
кай. у N* 一 民 的 集合 : 

Фир =2, 


® f+ > fin > HAR (n 


试 求 最 小 的 正 整数 M, 使 得 对 任何 f € S R ft fi n € №, G fo) < M. 
25. (2003 FOR F HK FARE LK) О = (rE Qlr> DBR f QRA 
是 对 于 任意 的 了 、yE Q FERI /Cz 十 一 /C7) 一 /Cy) < ki. фео RRR. 


EN: 存在 实数 9, 对 所 有 实数 了 ояк |L 一 | < ze 


e>. 


2. 


ао 


—®@ лр. жн т Хай EEEL LT E CS TET TTT 
ЕЕЕ О у. ВЕГО 
тш, тш E Ж Х f. RET I XA CE ¥ CA E FE XK E ELTA ES 
这 类 问题 除了 紧 用 不 等 式 证 明 的 常用 方法 和 技巧 外 ,还 要 根据 所 给 函数 关系 式 的 结构 特征 
充分 利用 处 理 琢 数 方程 和 函数 不 等 式 的 一 些 特殊 技巧 ,如 代 换 , 咀 椎 , 反 证 .归纳 ,调整 ,特殊 
化 , 取 极 限 , 数 学 变换 等 . 下面 通过 实例 ,介绍 证 明 函 数 不 等 式 的 常用 思考 方法 


a umeog 


例 1 ICD WE сак = f(r + fo) бә > 0, т, > 0 BAB Ж ЖШ. 
aotsa Ser (P) (2). 


解 因为 Cr) HERR о) = fnd 4 f(z. 


全 fO) = ш, Да) = w.W 

z = fs Ра). 
MA FCF ао Cur] = wu, 
所 以 Уа) Cu) = f Cu, + ao. 


Геле 


所 以 Fr) +f (a) = 


>zr'(P)r' (5) 


[ UU n E E 
例 2 ШЕЙ fC) 定义 在 DOC R°) E. AIEE r. r € DER 
fe zz) < УТУ, 


fr + f (a > 2f [ /a). 


жї: f) + fa > 2 (5-3). 
证 利用 已 知 的 两 个 不 等 式 
е) 


>27 (JEE pe am 
чү гык] 
>| (F(A) + aa] (JEE) + aa’ J] 
“(a +") 


=ar (5#). 


所 以 f(z) + fe) > 2/( 


+8 
ми ак OD 式 的 函数 通常 称 为 D 上 的 几何 凸 函数 , 仅 满足 O 式 的 函数 通常 称 为 D 
trans. 
яз CMNO 是 定义 在 正 整 数 集 N* ЕЮШШ. SD = Z AHERN +. y € 
N 


Же +» < (i+ د(‎ (1 ) rop + ay + ху + zy 


RIE JOD > 二 ztz+D)(2r+ D. z€ N°. 


EM 所 给 不 等 式 中 令 y 一 1, 并 利用 f(1) 一 3 ê 


Ф. 


Jarna (1+1) (1) 2+ +. 


far) Fe 185 
BNE rr n rti, 


FEI 
Фа 1,203,018 
Круз 
3 2 4. 
fo) fami 
+I 
将 上 述 各 式 相 加 ,得 
тю „ә. 二] 
£3 >L ?+ 80] D= a- Dnt Ža 
= To D2nt3) 
1 ; 
以 /0D = $ RAR E ою > Ган Он D. 
所 以 fe) > 二 ztr+D(2r+D G € ND. 


评析 MOO 是 定义 在 正 整数 集 N+ (或 记 为 Z*) 上 的 函数 时 ,可 根据 题 给 递 推 不 等 式 ， 
通过 取 特 殊 值得 到 关于 /(n) 的 不 等 进 推 关系 ,然后 用 进 推 法 推 证 不 等 式 . 

例 4 (2004 FEAR FP RHE LE FD HAK S: (0. 1] -~ R, 满 足 

D KO = FCD = 0, 


(2) ARAW r y E€ (0.1). у у | ус — f |< z— yl. 
EM: 对 所 有 的 x, y € Со. 1], | f — f(y |< 
证 法 1 对 所 有 的 xzE [0, 1] 有 


LADIS f0 — fO 11001. 


l fe |=1 уса f0 I< 
因此 对 所 有 的 +E [0, 1], 有 


ft) |< mini 


下 面 证 明 ,对 所 有 的 r, yE [0, 1], 有 


Пус = fO) |< 


лао = 111 +. 
若 |z 一 y1> 十 .假设 


1 
т 


Wl | f i< minir, 1—1} = 


| IUD |< miniy, 1— y) = 


k уст) — fo) ISI С IH О) |= 1— x+y 


q alek 
证 法 2 іал 1< 9 


因为 | fz = feo 


所 以 | fa — f) 1< T BRR. 


# |x <ا‎ 
则 令 122 >x 20. 
又 因为 fe = а, 


所 以 | fer fad | 
=| fe) — f(0) + f) — fn) 
<l fz) — AO А FO — f(z) | 
<a -=0+1— а 


Рр Ц 
ата) + 


MM а fale. 


这 是 此 题 的 常规 证 法 ,利用 的 是 绝对 值 不 等 式 的 性 质 ,深入 思考 ,可 发 现 其 中 蕴含 的 儿 何 
意义 ,通过 构造 图 形 找到 新 的 证 法 : 
证 法 3 RN С fa lnn le 


所 以 <1, 


Ф. 


у fe 围 象 上 任意 两 点 连 线 斜率 大 满足 | 4 1 一 1, 所 以 y = fO 图 象 中 所 有 点 必 
检定 在 如 网 5 -1 所 示 的 边 长 为 至 的 正方 形 区 域内 . BARERA BC， ,最低 点 为 
Ес, у А | 二 4, 连接 EF, 交 OB ТАР. 
K FE. ЕЕ 分 别 交 OA 、BC 于 G、H. 过 点 P 作 AB 的 
平行 线 分 别 交 04, BC T M. N 
м. NOB MERE REAR E. Р. 
м.м. 

fer.) — fx) <| GG” |+| HH’ | 


<| MM’ |+] NN“ | 


РМ |+| PN D 


WN E, FH = JCD 图 象 中 的 最 高 点 和 
最 优点 ,所 以 | fe = fr |S fr = Go) < 1. 
例 5 У 是 定义 在 集 DD 上 的 增 丙 数 , 且 对 任意 的 xE DA усо € D. CERED y 
r j fO) V x ТАНСА IE fC) 是 Li 2) )) 的 简 记 ;:"V" 表示 "一 


">" 五 个 符号 之 一 ) 
EM 这 里 只 给 出 fir 
GELE T CT SD N: 


Jn > вэр = f] > fu) > z, 


afr) > 工 的 证 明 ,其 他 情况 类 似 , 证 明 从 略 . 


SAD = АСО] > с) > =, 
SSA = Йо) fz) > z. 

反之 , 若 fO) < z.W 
f. = ft feo) 
Жо = [Л 


fO < z, 


foy< z, 


JAD = fS] < f 


所 以 f.(r) > r fen) > r. 


说 明 с/с) BEHERE, СРС 是 增 函 数 , 故 由 定理 可 得 

车 f(x) 是 定义 在 集合 口上 的 减 函数 . 且 对 任意 的 =E DA f: € DW fa V rt 
大 (rz V х. 

利用 例 5 结论 可 求解 不 等 式 si 


sinr > r (n 22, r 2 0). 


т Б $ FD = sinr z € [一 1 1], FD В ЖА f.) > 
T FF Соо 三 基部 sinr 汪 区 又 0 过 二 (时 ,sinr 大 了 所 以 sinr 一 z 解 之 可 得 唯一 解 工 一 0. 
又 如 解 不 等 式 ( +6) 
м + fo) > +в. со йз: R Ей. ЖА LSO] 5509 > 
TMD F6 > 了 同 解 .因为 
вт = +D (r +2) = (r+ I(r D+2]>0, 
所 以 原 不 等 式 解 为 > 
W6 BED FOD = gP) k= O, l, 2, ey, 
OD Mr > a BOD >к”). 
WM r> z, BHO > кб). 
证 Hf OND > gD. 
Сло 
FE f Со) АМАК, 
ГРЕЕ] 


"=1 


"QY >o, 


SID = g(r) > f" (л) — gC), 
Ш f > gC. 
继续 用 上 面 的 方法 ,由 上 式 及 S” C) 一 
FM SD SKD 及 Can) = gG) 可 推出 
fu > gD. 
例 7 (2006 年 女子 数学 奥林匹克 试题 改编 ) 设 a > 0 Ий f: (O, +00) — RAN 
fa) 一 1, 如 果 对 任意 z、y € R* ,都 有 


OD TRE fF Sg 


JOS +2) ) уо, Ф 


RE: DID < fia. 


证 明 HEROD R z 如 ,得 


ritr (gsr 


ЖОФФ 1,8 


F(D+ аз < 2/0. [fe —1 


MW FO) = 1. 
在 式 中 中 令 y 一 1, 得 


SPIV HE) < 2f. 


fn > f(2) e >o Ф 


(5) лоо. 
m ($) fn. 
Ht OD /(2)- fn. Ф 
ER D Hik y= ©. 


гс (8) (8) < уш). 


w /e6/(#) ® 
тд O. Со < | (r> 0). 

mos f(r <1 (r> 00. 

由 起 O, 四 可 化 为 fu) fe) < fay). @ 


说 明 ашо — RHR RUE 
а) = т. тев. Є. 
例 8 (2003 年 北京 市 高 考 理科 试题 ) 设 y = fu 是 定义 在 区 间 [ 一 1, 1] 上 的 函数 , 且 满 
ER: O AD = fO) 0:0 对 任意 的 wvE [— 1, 1], 都 有 | f0 一 feo) l<] av. 
CD 证 明 : HERM r € [一 1. 1], 都 有 7 一 1 < fer z 
(D 证 明 : 对 任意 的 a, me [一 1, 1]. 都 有 1 f) = fw) |< 1: 
(D 在 区 间 [一 1. 1] 上 是 知 存 在 满足 题 设 条 件 的 奇 函 数 y — /(x) , 且 使 得 


[i zao = fy 


| лове [}. 1] 


„Ф 


车 存在 ,请 举 - 例 ; 若 不 存在 .请 说 明理 由 . 
分 析 第 (1) 小 题 和 第 (2) 小 题 是 关于 函数 不 等 式 的 证 明 题 . 由 于 所 给 晴 数 的 单调 性 不 
明了 . 题 设 中 又 给 出 了 一 个 条 件 不 等 式 , 故 可 考虑 利用 题 设 条 件 及 所 隐 仿 的 有 关 性 质 进行 分 
析 证 明 . 第 (3) 小 题 是 一 个 存在 性 问题 ,一 般 可 先 用 特殊 值 进行 试探 , 初 显 端倪 后 再 进行 论证 . 
т (1) 由 题 设 条 件 可 知 , 当 z Ef 一 1, 1] 时 ， 
II = = fay 


m 2-15 e 


<1 
《2) 证 法 1 对 任意 的 ws vE [1.1] u-v EAR | OD — f Sl uls 
щи, 0. ЖФ u < 0, 


v>OR uu 
所 以 | fü = fe | <I ft = fe= +I ftw — fe 1 


1. 


lutil+lv—l 


1+u+l—v 
2 < 
综 上 所 述 ,对 任意 的 w, vE [一 1, 1], 都 有 

| fun — fw о. 
证 法 2 由 第 (1) 小 是 可 知 , 当 ze [O, 1781. fa < 1— n 84 x € (1, 0], 

СЕИ fe b |< 1+z=1-lrl. 

MUM x € [一 1, 中 时 、 

Пус 161-11. 
因此 ,对 任意 的 w, ve [一 1. 19.04 lu со, 

ftw 一 Fw 


Mluul> Int. 


шоона ult vlg 2. 


« | од — fe | <I feo + fe I< 1—1 и1+1—|1 
=2-Gul+tle D < 1. 
综 上 所 述 , 对 任意 的 u,vE [一 1, 1], 都 有 
f уә |< 
(3) АВНЕ. 


тйлй FD WEREMA- f |= uv. u. vE [+ 


Pa 


因为 /CD = 0, 所 以 


又 因为 JUD HARM. 所 以 FCO) = 0. 由 条 件 | Fa — f) |< il u vl.u vE 
[+]. 
КЕЕ |6) мо |< 
式 加 与 式 回 矛盾 , 即 假设 不 成 立 , 故 这 样 的 璀 数 不 存 在 . 
评析 此 题 涉及 不 等 式 与 存在 性 的 问题 , 解 (证 ) 晒 数 不 等 式 , 若 问题 可 转化 为 儿 个 关 Ж 
М" 函数 值 的 大 小 问题 ,一 般 可 先 探究 其 单调 法 “ 脱 去 ” 丙 数 关系 中 了 这 一 层 "外 衣 ", 将 
函数 值 的 不 等 关系 转化 为 自 变 量 的 不 等 关系 ,从 而 达到 求解 (证 ) 的 目的 . 若 不 是 单调 函数 , 则 
滑 根 据 题 设 条 件 ,做 到 具体 问题 分 析 . 本 题 是 以 压缩 映 象 原理 为 背景 命题 的 ， 主要 是 考查 两 
数 , 不 等 式 等 基本 知识 ,考查 综合 运用 数学 知识 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 . 
йэ ШР 为 实 系 数 多 项 式 , 且 满足 
PO > 0. PGD > PO), PGD) > 2p(1) -Pto)， 


PO) > 3P(2) — ЗРО) + РОО), 

并 且 对 一 切 正 整数 w, 有 

Pn +4) > AP(n + 3) 一 6P(a 十 2) 十 4P(n 二 1D) — POD. 

WEW: 对 每 一 n€ №, PO) > 0. 

证 明 + QO) = Pint D — POND, 

RUD = Q+ D= Q. Sw = Ron+D 一 Rom, 则 Qn+3) > 30082) — 3Q(n+ 
DERD. 

从 而 Rn 十 2) 二 2R(n+ D-RO Sint 1D > 5‹я).& SO) Bh E Rl S(O) > 0, 
P > 0, S(O) > 0, 00) > 0, 故 SOD > 0. А ROD BIROD > o Ф Оа) 遂 增 ， 
дон) >0, 最 后 POD M.PD > PO) > 0. 

MIO (ESBS BEERERKELRFARRED 设 1 二 只 是 一 个 区 间 , 太 1 
RESPEK ARFER! уо Су S| т-у! 对 所 有 zx. y € 1 成 立 .证 明 : /在 1 上 是 


MRI EERE: 对 于 所 有 的 =, yE RA уст) < (EE) усу, ууу < 


„Ф 


EM 若 Г 上 不 是 单调 范 数 , 则 存在 工 < у< = (a. y сє 四 ,使 得 
fe < fe > fe R fe > feo < fen, 

不 失 一 般 性 .下 面 考虑 ftz) < SO) > f WWE. 

HA € R,. 且 满足 1(r) <à, f(D А, fly) > 2. BE 1, = r, zJ 的 中 点 ' 则 》 属 于 


[e=] 之 一 , 设 这 个 区 间 为 了 = Са. bl y € h. 


шз у(®у*)< а.к 1, 的 中 点 值 也 小 于 》. 考 虑 由 1, 的 中 点 将 T, 分 成 的 两 个 区 间 中 
包含 y 的 区 间 ,并 设 其 为 太一 Га.. h] 等 等 . 可 得 区 间 1, 


а bin WERK, HWE 


flu) >а, Sh) <A. y€ lr ba 


由 于 | f flan) || a, 


所 以 ,fy) < fla) + 对 所 有 的 正 整数 ”成立 . FM. 


反之 显然 成 立 . 

ат 解 题 关键 是 利用 极限 思想 等 分 区 间 . 

тїї AR /tr) 对 于 区 间 (a, OCE: 这 里 的 区 间 可 以 是 开 的 、 闭 的 或 半 开 半 半 的 ] 
中 的 任意 两 组 值 r， л. F у, ж,б л+л; = ,具有 性 质 : 


Ja) + fz) < fC) + fe 


Ф 
ө!» 


则 对 于 Ca, D 中 的 任 一 组 数 л. л. 


жа + 


fea + ә же” + Go < f (2: 


H Q Kh Api A Өл = r, e 
EM АЕС O. 对 于 任意 给 定 的 一 组 值 =. 


NS € (а. 亿 . 苦 工 都 相等 , 则 加 式 中 等 号 成 立 ,故我 们 考虑 二 不 全 相等 的 情形 . 为 此 不 妨 设 


“¿raka = x +n Hetz 


Mz (i = 1.2...) € Са. DH, 


1= |) + -2(-£ 


Siron lih RIRA. A) + frd) < 
PETTEN 

从 而 Di Drao 

HPE 它们 还 不 全 相等 , 则 可 继续 使 用 上 法 . 最 后 ,至 多 重复 n 一 1 步 ,可 得 


Уло < Уо (в) (tts), 


W iQ fC ЕВО FCD = laf. FO) 应 用 刚才 证 明 的 不 等 式 ,可 得 如 下 
函数 不 等 式 ， 
着 JOD 在 区 间 (a, b 上 是 恒 正 的 , 且 对 于 Ca, D PIS xo а, y уз x Fry =y Hy 
具有 性 质 ， 
SI fe) < fay) fe) 
Sly- 1<1 r — x o 


则 对 于 (a, D POEA, т 


有 


e 


о/о усә < [ (t 8 


H @' Ж#Н. өл, = z, = 

车 不 等 式 O 与 O PEREIRA. WO 5 四 ' 式 中 的 不 等 号 也 反 向 . 

例 12 (2008 年 全 国 高 中 联合 竟 奢 湖北 省 预赛 试题) 设 数列 {/ O) WE, / (1) = 
fo =2. Cup - ГЖ ti 


Fr 
O R п 与 /Cn 2810018099 ЖЖ / (n + D = gf 003, 
(2) EM: 63 < / (2008) < 78. 


т (1) 由 于 /4D =I. f(D =2, LEED ЖЮ (р, муы n > 


fm f im + 1 
1. fO m) z 0. 
авран 2 нЕ рО СН) _ f (iat fO) 
RSL tl 可 得 产 (十 站 二 天 GD 二 这 ,从 
Lato 
—. 
feta 
依次 利用 上 述 关系 式 ,可 得 一 CO 七 11 一 stw —- pazo. 
fe +z р ерау лә 


„Ф 


— LA f n+ D = fom + r: 
I+ 


D 显然 :由 /0D 一 1 及 (n+D = f ODF 


(nz D 可知: LEST OE 


1 
Tò 


1 成 立 ,从 而 0 < — 


= 9-0 + 


2< ор f nD 


f n< 


0-7 nD 63, 


f (n= 7 m— 3) 63. 


2f Df DOEI 
т< Df O <3. 

将 以 上 各 式 相 加 得 n- D < f O) = f О) S< 3n D. 

її) 一 1 所 以 2 一 1< f (т) sÇ 3n — 2, JL 4015 < f' (2008) < 60: 

У 53° = 3969 < 4015. 787 = 6084 > 6022, 所 以 63; < /* (2008) < 78' ,因此 63 < 
f (2008) <78. 

例 13 (2008 年 上 海 交 通 大 学 冬令 营 试 题 ) 现代 信息 以 二 进 制 字符 表示 信息 ,如 ， 

vS (aras та) a, = OR 1, GEL n] Ri € N*) 称 为 长 度 为 nm 的 字 节 . 设 w 
(a ад, w= (б, b. өе, b) аби, D BRK a, Ab ОЛУК = (0, 0.0, D. 
а 0. 0,0. De w= (1,1,1, DA dlu, u) = 1, du, w) = 2, dv, ш) = 3. 

CD #ри = (0. 0, 0, 0, DRE аси 9) = 1 的 字 节 长 为 5 的 字 节 > 有 几 个 ? 

(2) # u = (0. 0. 0, 0, DRE du. D = 3 的 字 节 长 为 5 的 字 节 wv 有 几 个 ? 

Зу ао (0. 0.0. +. OKIE me u= Ca, s а, е ад, з= (b. b. +, 证: 
dus v) < аби u) + dvs м). 

8 DC Т, С = 10( 个 ):(3) 设 ө а hf n rti + 
ТОВ Оп i) О) ъ= (b, by, <. b.) 中 的 个 分 量 有 j 个 1( 显 然 ,另外 的 
Са D ЖШ О). FERIS is jE nai F dus u) dt w = itj и, Фо, ТШИ 
体 排 州 方式 无 关 , 为 使 du. ww RAMEK F W u 的 前 ; 个 分 量 为 1. "的 后 了 个 分 量 为 1， 


下 面 我 们 只 要 证 明 [d(w. 07... < i+ j 即 可 .注意 到 ,vv 的 对 称 性 (不 妨 假设 < 让 ,分 判 讨 
ешт. 


+. 


= (аа 


Ф #1<)<-у.ЖГ Dan 一 证 大 而 一 般 情况 下 的 du, э) Саби. з]. FRE 


deu, wD < dus w) + dls w)s 


HIRED H n Mri <i, 


= (9-04 (n= j) < iF REED: 


Dis 3 н) 40и. 00)... 


MIC D+ (n= j) < iq jv РАСА. зо], 


Iu. v], 所 以 [dtx, 1, СаСО. 


OR} елин 


综 上 所 述 , 总 有 аби, v) < аби, w) + dlv, w). 
评析 这 道 题 考查 创新 背景 下 基础 知识 .基本 技能 的 灵活 应 用 ,如 排列 组 合 的 基本 概念 、， 


分 类 讨论 的 思想 方法 等 等 . 
例 14 车 定 义 在 集合 D 上 的 正 值 两 数 /(z) SHER x, y € D, 都 满足 函数 不 等 式 


LEDI Ф 


ТЕ 


CHEM x = y 时 取 等 号 ), 那 么 对 任意 z. € D. 1.2. 


ЕЕ 


( 当 且 仅 当 = r = = z. BIRD. 
EM “n=l ТТЕ ТЕАТР 2) 时 结论 成 立 , 即 有 


- tay, 
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уне +1. 
CD kH = 2m (m € N), 则 
SD fm) ffm) 
[fern ED fOr ӘЛ fre fera) frn] 


s sa: sns 


Fad Seade Stra + f (E 


EFT 


= Haff] [rr در ر‎ (8 ун 


A 


КЕ tat tzn 7 " 


А 


МЧБ стаи 


Сни)! 


mua (s a 


касан < [д 


由 (1) (2) TTI, n = & + 1 时 命 古 成 立 ,从 而 由 数学 归纳 法 知 ,结论 得 证 ， 
类 似 地 ,可 以 证 明 下 面 的 结论 : 
如 果 定 义 在 集合 G КЕЕШ Ж /(z) IEE r. y € G 满足 两 数 不 等 式 (fO) > 


DER нн 2 = узо, л. ж... € Gf 


resana) ааа, 


$9 MEN r = x, 
#15 ист 在 区 间 D 


“时 成 立 . 
RO 上 有 定义 ,如 果 对 于 任意 的 ri， x: € DD 和 t+ € (0,1), 


都 有 
ET & ш\л) + (1— Од, Ф 
heb Sh S < b... B a < ab < ab, < b, W| 
даз y> aaa. к 


ОЙРА. А, e B, BEL. 2, 3. 
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于 的 任 一 排列 ) 


加 式 用 语言 简 述 就 是 : 顺序 最 大 , 杂 序 居中 .逆序 最 小 
先 证 明 一 个 引 再: 
引 理 босар. г. y € (а. b) H zy = ab M 
кш) +в) > к\з) + су). 
b, a< y < bE о. BE (0, Dkk 


= ab", у= Ы. 


BEVA а 一 起, 易 证 = 十 月 
应 用 中 式 .有 


ж\з) 一 Ra O S agla) + ав, 
RO) = RHH) < a + (1— gD) 
HVA gU) HRO) < (a + да) + (2 — a 80 5 gC) = к\а) +ROD). 
证 明 А > bh di ЖШ, > b, „Ха, аа 
аһ MD r. y € Га, b). 
Mr, y€ (а, 人 时 ,由 引 理 得 
Cab, ) Саф) > glab ) аы. ® 
Малу ча, 5 相等 时 ,四 式 显然 也 成 立 - 
ы > b НА, В, +, ‚ЙЫ ks hs АҺ. 


1b, r= ab. ут 


-e k, Bt, 


Pata.) — Сиса, ) + glab, ) + Staki] 


= garb, J + glasb, ) — glab, ) ба, ) > 0. 


йб = Y klab MERR. ATE Bk SEGS i А. kys S k, IEA, A, 
的 位 置 对 换 后 ,CG BOLE EARR ERRE k, h. е, А BIER я, (n= 1). 


2, 1 的 形式 ,这 就 证 明了 G> > gab. 0. 


ANTE Y abd > G. 
特别 地 , 取 кз) 一 .由 证 明 可 得 常见 的 排序 不 等 式 
Das > Dab, > Deba. 


在 回 式 中 , 令 gG) = ороз) ,可 得 一 个 等 价 命题 : 
роо Blu, b] (C RO 上 的 正 值 连续 函数 . 且 对 z € Ca, b]. G = 


Ж ИКЕ 


EEE 
VTE) S Урфа). 


则 对 满足 a 5 a, < 
ЕСК 


Lb, < bia bO 


<b Has ab, 


Saha 


Йир Пало Пие 


ДА. А. се. А, #1,2,3,-, 的 任 一 排列 


特别 地 , 取 усл) = r+ 1 Cr € RDN x > O, 5 > 0, 显然 有 
[ET < VP GY, 


CREEN 


0<h 


故 对 0 < a, 


TI cas, + > TI cab, + 
MIG (第 8 居中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 试 题 ,1993 Ж) {йн f: (O. 二) 一 (0, 十 


满足 以 下 条 件 ， 对 于 任意 正 实数 у, f(xy) < SOSO) 
试 证 对 任意 的 正 实数 = ERB n. 
fu < fifty UP) 


.于 是 


+G. 


EM $ FD = усо a 
FD = flr), FD = СОЕ, Cy. i= 2,3, 


所 以 对 任意 的 mE N* ,有 
СЕ. = fF DY СЕ С] = fr CFC] 


СЕС) = f, 


= fF! 


(Ft? 


жЕ. 
FLOT = SUS y С УСЕ GF. Ск) FADF (а). 
下 面 用 归纳 法 证 明 所 求 不 等 式 - 
Чн Тар БС = f(x) = fO. 不等式 成 立 : 
"enV FÈ 


ай» = BRED > fO. a= 1.2. = 
> SAVS ADSS DfA DSS 


= аэ Лиу Ща? fa Oa 53, 


[RD] 


WRS S S fOr y = f(z), 
于 是 [F,(z)] = [fer ВАГ F.C) > f. 


说 明 ” 作 函数 变换 ,可 得 如 下 一 系列 等 价 不 等 式 : 
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(D E f, (O. Foo) — R, Ут. y € RFF f) < fC) Су) А Vr € R° R 
REN 


fed < OHI + yee же lya, ° 


证 lgfGr 一 /7), 由 人 D 式 立即 可 证 

(D HAR f: R 一 R, 对 任意 实数 +,y. 有 
firt < fe) + fo) 

则 对 Vr € В. n € N*, 有 


fen < D О +з) ++ + Loe. Ф 


证 FER ¢ — Ора) -~ fo W 
JAD < ОЮ ER Saty) С + Су). 
外 式 变 成 式 Ф. 
(D йш у. RR 一 R ,对 任意 实数 zy, 有 
at DS fen fo 
则 对 Vz € RR n€ N*, 有 
fi < FOF ODA Gre 
证 存 前 面 (2) 中 作 变 换 Mnf 一 fd MT EY. 


RRES. 


L 已 知 fd BO. +2 EAER D = 0, fOr + f) = f(xy) Ril 0 < 
Cy SIHR f Il fO) 1. 

2 Ky = f(z) 是 了 上 的 增 函 数 , 且 ус) < POD f(D < r. 

3. EM: FH FEE э, yH F(y) 一 了 (x) ИНЖ жа bA 


سو( 


| fm — fia |< La. 


аву fD ER жаза ая. HERM r. r € RF, f(a) + f(a) > 


fla, +). 
5. (1979 年 天 津 市 高 中 数学 竟 春 第 2 试 试题) 设 定义 起 为 一 切实 数 的 函数 f(x) 满足 下 列 
条 件 : 
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(1) 对 任意 实数 rH f(D 22, 
(2) 对 任意 实数 а. r HE 
fu, + zo) < [шу + fOr. 
试 证 : 对 任意 实数 п. л. 均 有 
gf Cr + n) < laf) + laf Cz. 


Аян +1) — 3g) < 2. 


6. Bilam) 中 ,a(1) = 3. n € мода (ке л 


求证 2 十 (二 ) <жа+и<г+(+). 


Т. (2006 FRR Th FEKE) E (JODY, gn) 满足 f(D = /(2) = 1, д1) = 


š fn+D Jm (т+1) ED 2 
gD = 2. LEED = DT, # Ж) > Era J HER n= 2, 3.1 


g(n+ 1 к\т) њ. 
CD a> o HE E > E E N. 
۴ ГИ g2 — f(2) gm 一 /tm 。 
942 тизин, дү TOMTE ID = fint D ` 
(n€ N°. 
8. # fms л) 满足 


Уот, т) < fms п D + fim— 1, m), 
Xem. n ЕЖ .m.n2>2 R 
JID = fim D = 1. 
RE fm, m) < C 


9，(2000 年 北京 市 竟 赛 题 改编 ) at fU. тем. ЖД f(r +1) = s 


уаз Rar fi < aD], 


10. (2007 3 P Q $ Ж йк йди) НЯНЮ) 满足 


<E ro 
fe < T+ 


йз о <. n= 1.2.3 
п. 2M MCO. 
的 图 入 能 被 个 面积 
12 ü f. ke 


тена. 
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Ф 
° 


š 
1 


了 为 下 设 函数 f. 1 一 了 是 单调 连续 函数 县 7(0) =0, fO) = em. 


+=) 上 定义 的 实 孟 数 ,而 且 对 所 有 的 工 和 y 满足 函数 方程 (r+ 


3) + fGr— у) = fD) КЕЯ Ф fo #0,8 | Л | 福 1 对 所 有 的 工 均 成 立 , 则 有 
Го) 1 所 1 对 所 有 的 y 成 立 . 

13. йу= fa 是 定义 在 口上 的 函数 ,对 任 豆 XE DBR | f(z) |< M( 其 中 ME R, 
MESO 为 定义 域 D 上 的 有 界 务 数 . Ri 


«эм + [reo >м“ усэ. 


其中 元 € DG= 1, 2, iD. EF ЕН f) = MO = 1,2, =. D HRS. 
14. (2008 年 河北 省 高 中 数学 竞赛 试题) 设 定义 在 [0，2] 上 的 函数 у) 满足 下 列 条 件 ， 
O HF x € (0, 2], 69 2—2) = fa), B f(r) 21, f) = 3, 

OHF r. y€ (1.2],# r+ y23,M FOND + fo) < ау +1. 


ано (FLH оем хеп. на 
15，( 第 12 局 韩国 数学 奥 栖 区 元 试 题 ) ЕВ SD 对 所 有 的 有 有 理 数 mm、n BY | Om +) 一 
fo |< 2. EN яав) о 2) |< 


(r < 136, 


2 


16. ал R RAR (EF) ОЛОО r, ye (а, Ю.т у, 


д» 
П 


+ f(x) 


an, (mate +) feo fen 


ХР Та Б.Е, D, r r. 

17. ж /Жайо<т<1йай&. 已 知 / 非 负 且 (1) 一 1, 此 外 ,对 满足 xi =0. 
ж 20, nin СНЕЖ r. nA f(r + n) > fur) + fan) 

CD 证明: ЕВРА иг BH f(x) < 2r 

D FER ICD < 9r 对 一 切 都 成 立 吗 ? 

18. 设 f: Q 一 QQ 对 所 有 a、BE QQ 满足 下 列 条 件 : 

CD Fo = 0, 

《2) 着 we 关 0, 则 f(a) > O: 

D ар) = Уса: 

WD аъ В < f + f(D 

(5) 对 所 有 € Z, fim) < 1989. 

REN: 着 fo) © СВ) fat В) = max( f, D). 

19. (2004 EBRA жа ERKE) еа ло (ЄЮ ак кн, HE 
EBRA ns x BAA Cn) < (л, С fern] # | f(r fa) iS) т — 
而 | 其 中 大 是 大 于 0 的 实数 

RER as a, БЖД fla) =0 f b= a— дуба). 
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EM: UDF < а Гл. 
20. (2005 年 北方 教学 奥林匹克 考 请 村 试题) ХЕК йай f(z) 满足 
(D Fo) = 0; 


(2) 对 任意 x、yE (一 


e-du a tenga (i) (EE): 
(3) 8 r€ (1,0) MB. f fO) > 0. 

жа О) О) (ерт) (+): 

#Ф»оЄ Nt. 


21. (1999441180 58 яй к УВАК Q 一 .证明 存在 两 个 有 理 数 a 和 


д/а) k fO) flat b) 
„аат 5 


22， 设 N 为 一 个 正 整 数 集合 愉 E N+ ,如 果 有 一 个 函数 1; ме МОРИ ИН 


лем SSOD = 如 ,来 证 :对 每 一 个 mE N.S r En < fom < Ln, 


23. (2005 年 中 国 国家 队 集 训 选 氢 赛 试题 ) 8 a 是 给 定 的 正 实数 , 求 所 有 的 西数 fi Nt 一 
R, 使 得 对 任意 满足 条 件 om СЕС (a+ Dm EERE, т, FOR Fm) = fO + fO). 
A. (D RAR fr = 好 十 zy 十 ,证明 * 对 任何 点 (z，y) 存在 整数 点 (my m ,使 
1 
$ 
(D RTOs у RF fOr ms y 一 加 在 mm,n 取 一 切 整数 时 的 最 小 值 , 那 么 (1) 就 归结 为 


对 一 切 、y 有 不 等 式 1(r, у ` 


fe 


n) = (r= my + Gr — m)(y— m) + (y— nD" <Ç 


йй, 实际 上 更 强 的 不 等 式 /(r， у) < 


жже fr, у = RIHMA ACE, 的 


<3 
集合 
D FREER J.C. у) = r атуу (0 所 a 所 2), 录 与 a 有 关 的 c, 使 对 一 切 (z，y) 有 
FER frn < ожа. 


25. ЖАНЕ х. y € 只, 有 fe) + fU) < 


[Ë жене >R ET 


(EEz) 


ky € RA fOr) + f(z) + = + fee, 
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与 函数 不 等 式 有 关 的 其 他 问题 


дә БЕЙ 


АГРЕ 
党 院 院士 林 群 建议 在 区 间 上 用 一 个 函数 不 等 式 定义 导数 ,将 使 微 积分 学 初等 化 ,所 以 两 数 不 
等 式 的 应 用 将 会 是 给 常 广泛 和 其 妙 的 相信 星 数 不 等 式 会 威 为 所 史 束 入 .内容 丰 窗 , 应 攻 极 此 
广泛 的 -个 数学 新 分 支 

在 本 讲 中 ,主要 讨论 如 下 一 些 问 题 ， 

1. 用 某 个 或 某 几 个 函数 不 等 式 米 表 达 某 种 特定 丙 数 .同时 此 附 加 若干 保证 十 数 不 等 式 
的 解 叭 一 必 的 条 件 (这 “组 不等式 ,条 件 常 称 为 公理 ) ,这 样 就 定义 了 一 个 函数 ,这 种 定义 币 数 
的 方法 称 为 公理 化 方法 . 本 进 下 面 通过 一 些 经 典 的 函数 不 等 式 的 讨论 ,可 以 发 现 函 数 不 等 式 
能 售 紫 地 刻画 某 些 是 数 的 本 质 属性 ,可 以 用 公理 化 方法 定义 基本 初等 函数 . 

2， 含 有 多 个 凯 数 的 函数 不 等 式 问题 ,包括 含有 复合 丽 数 的 不 等 式 . 

3 定义 在 止 整 数 集 上 的 函数 不 等 式 问题 . 

(其 他 与 晃 数 不 等 式 有 关 的 综合 问题 


anan 


MI 设 FCD ER EER. O 一 0. 且 对 Y7.y € 及 ,都 有 


Же +» > fo + уу). 


“ ус а @ 
EM ARTH 


f+ yD = fen 2 O). @ 


музон Ф Л p „уо, 


әжуа Ф 
мусом вж Ф rt < D.4 yo, 

f UD < f(0) = а. © 
联合 式 OO fU) =a, 所 以 f(r) = ar +b. RARO PAA f(0) = 0, 得 b= 0, 


即 可 得 式 O. 
说 明 上 面 我 们 用 单 变量 的 函数 不 等 式 O 来 刻画 基本 初等 函数 /(z) = ar. 由 例 1 可 得 
1. PERAR AOG O WE SO = 0, 且 f(r + у) > f(r) + /Су) +2 JTF, 
则 fa) агза > 0, 
EM лау > fOe) + f +2 VT ИТОГУ > VT + JF. 
VTO = 0, 由 例 1 知 VTCz) = kr f(r) = pr 
2. ЖЕНЕКЕ ROWE О о НО ЛО лєк, 
M f(r) = a Jr a> 
证 明 由 例 1 可 得 FU) = Ах, fU) = JEF = afr. 
3. 着 连续 函数 /(x) 满足 f(0) = 0, 且 f(z + у) > fU + fO) + у, W fC) 


ky 
+= He. 


M Фк = f وچ‎ , 则 g(r + у) > gC) + gC) gO) = 0, 根 据 例 1 可 得 


> = Ё 
доо = ы.) = $ 


k. 
ко) 一 ргы. 


4, 设 连续 函数 /(z) 除了 0 以 外 的 地 方 都 有 定义 ,满足 


1 < fen + fO) @ 
Тату < сору)" 


H r #0 4 f(D # 0.т/бл) = =N а) = ra #0. 


EM ”因为 题 给 函数 不 等 式 加 中 分 母 不 能 为 0, 所 以 对 每 一 个 z 天 0,F(z) 2 0. 1% f(D) > 
OERO H 


ERITAR ° 


Фк) 一 NW DREN 


Z° 
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(к + у) < кб) + ку). ® 
因为 fer) 在 除了 0 以 外 的 实数 上 均 连续 ,所 以 g(z) 在 除了 x = 0 以 外 的 实数 上 连续 , 且 
тт) = 0, 因 此 ,由 例 1 知 式 O 有 唯一 的 连续 解 g(x) = cr. &k 


f = == RR a= Ly = e. 


5. 通常 例 1 中 四 这 类 函数 不 等 式 的 解 不 是 唯一 的 .为 了 使 它 的 解 是 唯一 ,我们 需要 给 予 
- 些 附加 条 件 , 如 要 求 该 函数 是 "连续 的 ”, 或 者 必须 是 "在 定义 域 中 每 一 个 有 限 区 间 内 为 有 办 
的 ”, 或 是 "单调 函数 " $. 
在 假设 秀 数 了 是 连续 时 ,常见 的 单 变量 二 元 函数 不 等 式 ,描述 基本 初等 函数 我 们 还 可 得 
以 下 结果 : 
D SAHIS JG) fO) ДЕ FOO) = 1 条 件 下 在 及 上 的 解 为 tr) 一 oa (0.1) UA, 
‚э, 
(b) Jn) S ИС + fO) fe fO) =0 条 件 下 的 在 Rr 上 解 为 /cz) = logra € (0,1) U (1, 
жеоо 
(O) fry) 2 SODS E fe) = 1 条件 下 的 在 R* EMM f(r) = 
例 2 о) KOD ЕВ EER, gO) = 0. а = g'(0), 且 对 Yzsy € 只 ,都 有 不 等 式 
f(r +) > fen + кс) Ф 


成 立 , 则 
f(D = шк + bsg) жау, 


RO 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 Q асу) < ay 等 号 成 立 . 
证 明 шхо ` 


fr + — fa 20у). Ф 


My > ORR galt- > P4 y+, 
f CD > к' = a @ 
мусом нхо ED — OD ск) y „н 


f) > p00) = 
联合 式 Ф.О. fC = a KA f(D = ar +b, КАЖ O 中 即 可 得 式 O. 
说 明 由 例 2, 可 推出 一 系列 结论 


L 设 FOOD ER EER. /(0) = 0. а = f(0).B 34 V ry € 有 .都 有 不 等 式 四 成 立 , 则 
Жо) = ar. 


在 例 2 中 令 S = g(x) ,并 注意 到 /(0) = 0, 即 可 得 (过 程 略 , 此 即 例 D. 


® 
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2. 设 正 值 函数 JODO) ER EER. g(0) = 1. a = g (0). EF Улу € 有 ,都 有 
FaH y) < feat), © 
则 fz) = ш' ябу) > а ЗАВ а.с > 0.a A l Ф 
式 G) 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 式 四 中 ку > у 等 号 成立 . 
证 明 EPH Infe) 一 С ае) 一 g(x). 即 可 得 证 
3, 设 正 值 丙 数 OD .g(x) 在 R° 上 连续 , g(1) 一 1 OLAR Vasy € 有 ,都 有 
fy) < /СзЭдС уз ® 
则 fO) = атк) > уйй c> 0 @ 
式 图 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 O 中 gU) >y 等 号 成 立 . 
EM 在 加 @ 中 ,用 lnz — r, f(2) 一 Flnr), 即 可 得 证 . 
1. УС CD) f R° ЕЕК, gD = 0. a = СО). ВЯ Yay € 了 ,都 有 


fay 


< f + gU ® 
则 УС) = alnz Б.к) > any. 
ROD 中 等 导 成 立 , 当 且 仅 当 p(y) = апу. 
EM ”在 四 加 中 ,用 lnz -e r, fC) — fen Ba ig. 
E 函数 不 等 式 中 的 不 连续 解 是 存在 的 ,并 且 个 数 有 无 限 多 个 ,如 : 函数 
lir>0 
f) = gU) = (0, r= 0 


< 


不 难看 出 它 是 函数 不 等 式 O 的 一 个 不 连续 的 解 . 
тз ERAR S: R= REH /(0) = 0 这 解数 不 等 式 ; (h> zft fo. 


解 санка оне» (EEZ) fn > fo. m 


1)> 10. 


Д 
当 y>0 时 ,上 式 化 为 


Ф уно лса 


fn 
щ усов. еа 


15 
和 


$ yO. Сооро. 
mufa feo. fn Fer Lt 


+e. 
=I 


其 中 为 任意 常数 ижа. ERER < <0. h (01 一 0, 得 a=0 HS 
了 (0) 关 0 就 得 到 函数 不 等 式 的 严格 单调 的 可 微 解 
ar=1 


ЕЯ 


JEN asco, 
E 《1) 如 果 是 求 一 个 特 解 ,也 可 以 用 求 偏 导数 的 方法 求解 . 


ж itus TFS АШТ x RRS. 得 


a, 1—-y dp df 1-27 _ df) 


du Оту dr ° dn "UTryy™ dy ° 


O TEI 
lis al E) 


两 式 相 除 ,得 


7 -(1-'›% h n 的 任意 
性 , 知 (1 一) 加 一 .因此 可 得 原 丽 数 不 等 式 可 微 的 形式 角 


其 中 为 任意 常数 . 回 代 原 画 数 不 等 式 ,比较 得 到 с =0, 再 令 so 一 全 元 0, 就 得 到 函数 不 
等 式 的 严格 单调 的 可 微 解 
zl 
其 中 as0 


《2) 利用 常数 变易 法 ,可 设 其 他 解 为 fOr) = aln! PO , 代 人 原 函 数 不 等 式 ,整理 得 


(Zape +p. 


мл, yER Шо}. ДЕУ <= + у 所 以 p(x) 一 一 z 是 函数 不 等 式 在 RR" U 10) 
тру 1 


上 的 一 个 解 ,因此 Josan) саване U10} 上 的 一 个 解 . 


TAIE REREN л. и-и. уо) =0, y0 BWC, pagen HE WEE, 
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PU) WI ЖЖ. [Wir I> [Сб хэ) АСТ fO BL AR Ж. 
解 сг. VISAD БАСО ЯЕ 


музон Бао E т 


AW, DISPO SO). 
ر‎ У) Жез رر‎ 


当 y 0, 得 CUD * ВВС O, 


x< 


时 ,上 趟 化 为 下 


Wr. у f(g) , Wir, V-D с, l 
Wir. yg) У = КЕ 


4 ye0, FCD + рО АСО OD. 
所 以 J Cg) + роо) = ВС) (O), f(g) = гоа. 
О СЕТЕ 


ка) 
ГЕЈ 


注意 结果 一 定 要 回 代 原 函数 不 等 式 及 条 件 中 检验 ,以 确定 常数 的 取 值 范围 及 所 求 函 数 
无 定义 点 的 取 值 限制 . 
例 4 《2005 年 土耳其 数学 奥 林 区 克 访 题 ) 求 所 有 函数 S: [0. 十 ce) 一 [0， 十 co) 使 得 对 


所 有 的 z€ [0,， 十 co), 有 470) 23, А 470) Зх) x. 
M ”经 检验 ,1(z) 一 是 满足 题 设 要 求 的 函数 . 
下 面 用 反 证 法 证 明 FC) ~ 是 唯一 的 解 . 


МЕ /(x) 庙 足 题 意 且 存 在 a€E Го, +оо) Са) а. 
Uk a, = f(a), a =a, a.: =4а,—3а, Я 


由 题 设 可 知 (a... 


n=0.1. 


В а„>0. 


W EI (a, ЮНЕ ВЫЙ +з —4=0, ШЗ 1 和 一 4 
Ша, а * Ae е С 


# a = f(a), а 


й 0.20. ате es e 


代入 可 解 得 


a= tayta 


МНЕ + k tega <o. 5 а,>о FR. 


Q< 


一 0 ЖНЖ. 


综 上 所 述 ,满足 题 设 要 求 的 所 有 函数 为 (=r. 


ms 
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设 


Ne tr .对 任意 m,n € № fnt mw > fm) + fo), B f(2) = 0, 


ЖЗ) >0. f(9999) = 3333, 求 f(1997) 
解 由 已 知 条 件 

fim + m) >> fn) + fO) + Ф 
*m=n= dh DREAD 201) f(2) = 0 Ж ADSR fO) — 0. 8 m+ 
m = ERI 703) = 1. Vk € М. уЗ = /13‹#—1›+3];> 300—100] 03) = 
130—011, 30-0) = 300-29 +3] > MD] f(3) = 13‹&—2›]+1.% 
JOD > ИЗО D +11 > ИЗО 9] 622 р ° 
由 已 知 /(3X 3333) = 3333, 有 理由 猜想 ,如 果 k<- 3333, 则 有 /(34) 一 上 , 现 用 反 证 法 证 明 ， 
Ж А, < 3333, 但 ACR) 关 ke Mih 加 式 可 得 УЗА) > kik SCR) > k + 1 
79999) => 开 (9999 一 3) 十 3k] >> (3333 — k, ) + (k, + 1) > 3333, 这 个 结果 与 题 设 和 矛 盾 , 故 
只 有 /C34) 一 ,由 此 可 得 (3 x 1997) = 1997, Ж /‹3 X 1997) > f(2 X 1997) + f(1997) > 


37(1997), 故 FAID < 1997 < 666, 又 /01997) 一 701995 +2) 


665) 十 0 = 665, 和 上 式 相 比较 , 求 得 /(1997) = 665. 
例 6 定义 在 只 上 的 函数 /(z), 对 任意 zj, n E€ RH | fz) = f(z) |< 一 |， 
AAD = 2, 数 列 (a Pra, = 1, /(а,) = 2а, 一 a.. 求 证 ; а. < а 
EM g(r) = FCD оа) 一 0 
H fn) таб) = + 
ЖД Û аса) + — бл) — n |< n — 1 ЖФ x, > x, W 


701995) + f(2) = J(3x 


баа) иб) к в) — L nm 
所 以 = 264, — rn) < gt) — (л) 
HK RUD E R EIRAN, 
Н lg ас |< 2l — |, 
所 以 | glani) — g(a.) | 一 21a — 
而 ба) = f(a) 一 
яба) = f(a,) — a, 
所 以 | аба) = g(a) | =| 2а. 
MW 1а. а.) 6 
由 此 得 as; а Ча. 
而 0 = fa) 


= Rans 


- a). 


2an ~a.) |< 2 | anı — a, |. 


~a | 
а. 88. 
,所 以 O) >1. 


又 (ao = 2a а.а = Fifa ta] = [f(0 +11 >1 = a. 
ËD а ~a >OP ani ~a, >0. 
M a. < ami 
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2(a — a.) > 0 = g(2), 

т. 

f(z) 在 以 <. 为 端点 的 区 间 D 上 有 有 定义, 且 b> an € 
з. Є D, 


X gla) = Ка) 

和 2, 所 以 a < а 
жал Оо). лсо 
N, n> MFE ту. л. 


上 - лао [> ( 7 ® 
证 明 ”假设 对 任何 is n. x, € D 时 .有 
Ш = лсо (5+ ° 


易 知 形 如 式 四 的 不 等 式 共有 2" 个 . Ф 
А- 


Е в Лао + бо falas 
且 令 Q= A-B, Ñ A = e MRE = С D'Q.0< k < n.M 


уе = yc Ao = Dona- 


= >-4 в. 
下 面 证 明 ， 
CD УА Фа 
C SDE = o. 


HREM A = ba BFR A = лл, 
ЖМ», BATÎ ЕВО A IEA C: 个 . 故 


ek ys na x, Chia MUR TKR н 


Sona = omire = Pora 


0), 
MODRE. 
яй? FC 1B RE 2 AES a h DB, = 1° [fz + f.0] 


(DE = о [лоо + aaye < <n- D) 配 成 一 对 ,显然 有 
(1B, +6 DHB, = C DFC) + D fala) 
注意 到 л). и, з. ra PIR a 的 有 A 个 ,其 余 n 一 1 一 上 个 取 6, 从 而 得 


14 


(BD + C.C D° Са 


Sons- Sie. 


SLA- DNC = 0. 


TRC Û Ci > 式 知 


Deisl 六 DA 一 六 (一 DB 
= lar 01 а. 
另 一 方面 ,又 有 


= S), fala) = g(x), 则 得 如 下 况 赛 试 
题 ，(1959 年 美国 兽 特 南大 学 生 数 学 竞赛 赵 ) 设 SOO кс) 是 定义 在 区 间 [0，1] LKR 
数 , 试 证 存在 0 一 x < 1, 使 得 


Ian = fan коо |> + 


实际 上 ,此 题 也 可 直接 证 明 如 下 ， 
用 反 证 法 ,假若 不 然 , 则 对 任何 0 < r. 


有 
a fi) ж) |<, 


特别 对 于 л, 一 0,1 =0.1# 


flo- fo ~ go |< + 


| 1 
|100) во 1< 1, 
1 
将 以 上 不 等 式 相 加 得 
ТАО HKO += RO О H- RD 00) H f(D у —112>1—1 


FM. 
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E OD RPM a = r, b = r+23k, r € R, 并 注意 到 ~ 的 任意 性 , 即 可 得 到 : 
若 实 函数 f C). FD, es. С ЕВЕ Жл > AER k € R , 则 存在 实数 
aa 使 


(a= A 


例 8 СЕЛИ WE FCD = at0 <a < D.B fat D< ү р RIE: 
a) Ко < TFET 

د 

EM (CD /op > 0 fn+ 0 

所 以 两 边 取 倒数 得 :a > E.M ery 


Wu A 2.1 с 1 _ 1 
所 以 二 FD FD лат] Fa 5] +[лв то] 
n=l, 
ИШ 5= уой < — —т- 
Коа? < трост 
(2) 注意 到 0 < a 一 1, 于 是 由 (1) 得 


fe < rana 


S WD h 1 S11 1 
м E < (Fi) 


说 明 数列 型 函数 不 等 式 , 综 合 了 数列 与 不 等 式 的 内 容 . 内 涵 丰 富 ,是 高 考 的 热点 和 难 
点 .对 这 类 问题 的 处 理 常 采取 放 缩 .利用 数列 的 单调 性 等 技巧 ,而 取 一 个 数 ( 式 ) 的 倒数 在 这 类 
问题 中 却 有 着 独特 的 作用 ,可 谓 " 小 技巧 ,办 大 事 ”. 

例 9 СУЮ) 的 各 项 都 是 正 数 , 且 满足 关系 НО < f (n = OG € 
МЭ. ЖЕ: ЖЯ FIFE ERN n(n > 2), 都 有 


fim 


SUFO +G Dp 
证 明 HO < н S f DE1 — fOD]. o < f(D < 1. 


又 为 正 整 数 ,所 以 。 
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f m < fo, 
AMEH 元 均值 不 等 式 得 


1D < f DEI fe) = ААА АЈ 


IPD += AAO Г 
А" ауе 
1 ГЕТА 
Wm در‎ “e 


RA fint D < f DU Ун 


< SN = fo), W 


1 1 - 
Fa +D 2 РТ 0) fo 


AT 1 E r. E 
[ret др] r= > a= 


1 
Fn FD 
3 时 ,有 


w 
Е 


所 以 ,f/m S FFT 


Wi n= 2 的 情况 已 包含 在 上 式 中 , 故 得 证 . 

例 10 (2008 年 安徽 省 高 考 理科 试题 ) 设 数列 !7Ka)) 满足 f(D = 0, fCn 十 1) = cf* (n) + 
1er n€ N ,其 中 < 为 实数 

(D 证 明 : fw) € (O, 1] 对 任意 mE N° 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ce [0.1], 

(2) 设 0< 


TEM, f(D > 1 一 Go нем 


ТАРИ б + f ++ сон 


M (CD 必要 人 性; 因为 /CD = 0. 所 以 /(2) = 
c< LM cE [0,1 

充分 性 : ike E [0, 1], 对 mE м 用 数学 归纳 法 证 明 fm € (0, 17. 

当 1 时 ,/(1) = 0 € [0, 1]. Bit 9 € [0, (F> D. 

Ml FFD = cf (十 1 一 +I—c= LA f+ D = cf (b+1 一 < 

所 以 (k + 1) € (0. 1], 由 数学 归纳 法 知 /(n) € [0. 1] A n E N йз 


Qy Шосе Томат уа) 一 0, 结论 成 立 . 


(3) BO < e Tg PEN". 


=, f(2) € [0,1]. O 


n> 2AN fo) = f On 一 D 十 1 一 <, 所 以 1 一 Fn) = 


Ci- fin- DJ а 
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DEF i 


1 


тое hO U fin- D € (O, 上 ,所 以 1+ 09—047 9100 ЗВ 


f D) 20. 

所 以 1 一 fo < ell fin- DT. 

PRL 1— fO) < 3‹{1— н D1 < BPU- 00 29) & + < Go" '[1 — feb] = 
Go”, 

所 以 fO) > 1— Go" ' E N°). 


《3) йо 


1 ‚йде 
gns fD =0>2 


ас 2002) RI Km > 1— (3077 >о. 
HAS O) S [1 Зо) = 1 2630077 + (зо) 


ВОО С r+ f OD = f (2) + + (n) > п—1—2[3с+ (Зо ++ 
Bon] 
+1 -or tl 
例 11 (2007 年 南昌 市 高 中 数学 竞赛 试 赴 ) ERREA) 满足 ，/(2) = 15 及 
4 fn а 
ют < FM +š yG D ая 2 S ° t RD 
Жен УУ NAM 1 
HERO = у Fo 


М RREN AD. M n= 1 时 ,条 件 化 为 


4 (D AD 4 
+FDTIT<FD=z+ э <2+FD=T Ф 


此 条 件 蕴含 f(1) > 1 fm f(1) 关 2, 即 f(1) > 3. 由 式 D 可 得 
оа 


2 


эў?!” ° 
TD -mit 
AROMAS (1) — lof а) — 10 + 108 > 0. 
解 得 fU SIR уа) >. @ 
由 式 国 可 得 
f ‹ї›—12/° (1) + f(1) +36 <O. 
解 得 3< f(D < 10. © 


据 式 国 , 式 回 得 /(1) = 3. 
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Мл 二 2 时 ,条 件 可 化 为 


2+1 15 2 
Ыйы; < 73) — 10 т" 
7 15 13 
ia < RD 10 < 21" 
从 而 зр Oy 35+ Š 
所 以 F) = 35. 
注意 到 0+1=4 


f+ 
f+ 


下 面 证 明 : 对 任意 的 m, 有 
уо) = (2m? — 1 


KORF =L, 2, 3 已 成 立 . 设 式 © 对 于 nln > 3) 成 立 . 
考虑 ”+ 1 时 的 情形 ,由 条 件 可 得 


e 


所 以 


Mn D + 2(2n + 1) 


2n 十 1 
DE 


从 而 


C2nt + 22n +1) — 1< fint D < Он 1° + 2(2n + 1) + 1, 
由 fn + D 为 整数 ,得 
fint D = Оп DHA D = [2tn + D 


故 由 归纳 法 可 知 , 式 O THERE Ж "Ий, Сн) = 
再 计算 SOD. 由 


-i 


2a — 1. 


F = b = t. 
Fm бароя) 2 


Si 1 < 1 1 
8 so +Ë (= maa) 
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评析 ”本题 的 求解 遵循 从 特 殊 到 一 般 的 规律 .以 退 为 进 , 先 求 出 数列 ! FC) 的 前 几 项 ,从 
中 寻找 规律 ,然后 猜想 出 通 项 公式 ,再 用 数学 归纳 法 证 明和 猜想 的 正确 性 ,这 种 方法 称 为 不 完全 
数学 归纳 法 . 

当 证 实 " 狂 想 " 是 错误 的 ,或 者 证 不 出 “ 猜 息 "时 ,可 以 重新 “猜想”, 或 者 采用 其 他 的 证 明 方 
法 .因此 ,可 以 说 ,提出 正确 的 “猜想 "是 证 明 的 关键 . 本 题 的 难点 是 将 题 设 条 件 进行 恰当 的 代 
数 变形 ,从 而 证 明 当 w+ 1 时 "狂想 "成 立 . 

例 12 (第 48 届 1MO 预选 题 ) ik c> 2, 非 负 实数 列 a(1)，a(2). … 满足 : 

(D 对 于 任意 的 正 整数 maaCm п) < Зат) + 2al) 


CD 对 于 任意 的 非 仙 整数 aC) < сату 
证 明 : lan) f W. 

解 定义 a(0) = 0. 则 条 件 (1) 对 于 所 有 的 非 负 整数 мл її. 
引 理 ”对 于 任意 的 非 负 整数 中 ， ns m A: 


CO aa) < Dans 


Ci) at Dn) < 2# 


引 理 的 证 明 ， $t s = 1 时 ,显然 成 立 . 假设 和 时 成 立 . F i+ lB. 
5 


) = a(n + 


2а) + 2D Zala) 


CID) анн. 

зш a Dn < 2 асно 
对 于 任意 的 正 整 数 人 ,存在 非 仙 整数 4, 使 得 25， < < 2. 
т «У =a n+ Do <2 


ELT Ë 
设 0 一 M, 


atn) + аә 


是 一 个 递增 的 无 界 数列 ,是 任意 的 正 整数 . 
би Yaz up. € t, DG = 
40 > d 时 .定义 = 0. 
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1. =. b. 


于 是 ,存在 正 整数 ,使得 M, >d. 
由 引 理 (1 асю = a[ Y > els Leal D e 25]. 


=. 


因为 在 区 间 [M,，，M,) 内 整数 的 数目 小 于 M, 一 M, ,十 1. 所 以 ,由 引 理 ( i) 得 


am < Prof D «25] 


= „© 


€. =. 


设 M = 45 — 1 a(n) 


因此 ,a(m)} ff W. 

例 13 对 pg: N -= м.а M, = |f: N — Z, f(z) > Р). Vz € N). 试 证 明 ; 若 
M, =M, > DMa = p- 

EM ü r€ M..+ 


Ф = gr Cp Ср) н р), 
易 知 YE N, Y: € N, fig" CD < fU. REL z= р CDs gf CD, gf" Cr), +, 
互 不 相同. BISE z, Є М.Ф M = (е). FE N U 10) (z, 的 轨道 ). 
Гс). тєм. 
fn r€ M. 
# z € M.W У.С) = fU > f(g UD > fag UD, 
# z € MN FD = fu) — n> fp) — a = fag (r), 
HFM, = М, .所 以 f, € M, ,从 而 Урс) < f(D. 
жос) € M.W 


J.) = (n€ N) 


Fler) = р) < f(z) = fa) — m 

"n EEK. ЕҖЖ У KLLH plr) € MBEE k E М ФС) =ф@(л,). 
于 是 对 每 个 +E NBA k € МТ р), o O) = д” (r). 

同样 ,YE N BIH h € м, рс) = gf" CD. 

TEA > 1 时 . 便 有 
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pw EGD = PPE 


w. 


hk € NE с UD = gf Cg э, p Со, 
СЧИТА gp = p 
WIS 求 所 有 f: N— N, 使 得 对 任意 aE NA 


TRM 


1 
DID СТУ СЕН 


ЕР кыы» ыў 
хз AT 


Bn = ADSD = 1, 因 此 РО 一 1. 用 ww 十 1 苦 换 mn 代入 ,有 


:所 以 .fm 


JO) 4 1 _ n+) 
fin t+ D Жтт СЕМ 
ш ооо 29 +1 = суса + D fnt D. 


РОА) = 1, Ссн 1) =LA СЛОН fo + 2) 一 0, 不 可 能 .所 以 /na) >1, 


BWER: ff) < fn D. 
n 一 1 时 ,102) >1 = ТА 
# Snt D > SUDBA SHD > JU0) + 1, 
因此 CFD fn + 2 + 122 ССН DISD + fn + D. 
тї и+1> 1, SaD ТАИ (O+ D) >1, fn + 2) > fe fin FE 
SRRI D > f( fO. 
下 面 证 明 , 对 满 是 fn D > f(D) wn € N 的 函数 , 必 有 /(m) 一 
PUSOD FD) FFD. FD, FFD, es ош). FDY +), 
则 该 集合 有 最 小 的 元 案 , 由 于 Он D > [C70D), 所 以 最 小 值 不 能 为 Сн) ,于 是 , 必 
为 оо) WER. 
HH nk LOD = BA n= LEAI = Оо > Sat ЖАТИ. 
МЖ.) = 1.E fo) > la n >1 
考虑 fs (n > 2) 一 (n> 2) MI ИҢЕ. TAA f(2) = 2, f) > 2, 
Ahn > 2 由 时 纳 法 可 证 明 ， СЮ = K.H n > 大 有 fC) > k. 
故 这 个 问题 的 唯一 解 为 foD = n n € N. 
评析 ”此 题 的 证 明 有 一 定 的 难度 ,特别 是 得 到 f+ 1) > CO EB] f0 = 
1977 年 第 9 Ж IMO 的 一 道 试题 
тїз E FCD, со 在 [a b) EER. ARE 


Roe 


Гот [cna ее Te. ө. Ë raya = f'a 


im, /Dar < -ecodr 


分 析 $ FCD = уб) = ga Ga) 


站 Foar-. 将 积分 不 等 式 转化 为 函数 不 等 式 即 可 . 


МОФ FO = f= ко), бсо = Гоа. 


由 题 设 GO >0, r€ (а, J. 
Gla) = G) = 0, G'() = F(z), 


w [аксак Гаво = осо =f 


dr = 


mdr < 0. 


MT быз >0. re Га. laka — Û 


m ferodo 


因此 Галс < f'sede. 

Ë “引信 变 限 积分 转化 为 丽 数 不 等 式 ,是 证 明 积分 不 等 式 的 常用 的 方法. 

将 微 积分 不 等 式 转化 为 汉 数 不 等 式 来 解 , 首 先 我 们 要 做 辅助 函数 ,我们 所 做 的 辅助 函数 
求 导 应 该 比较 简单 ,为 证 明 不 等 式 ,通过 恒 等 变形 ,尽量 使 分 母 不 出 现 变量 ,这 样 我 们 所 做 的 
辅助 函数 铠 旺 得 比较 简单 , 求 导航 比较 容易 ,这 样 状 别 它 的 符号 .大 于 零 小 于 零 帮 比较 容易 .， 
所 以 第 一 步 避 是 求 丽 数 ,第 二 步 就 是 求 导 , 第 三 步 就 是 求 出 函数 端点 的 值 。 

一 般 来 诉 , 可 以 得 到 端点 的 两 数值 等 于 军 或 者 是 其 他 的 确定 的 数值 ,根据 丽 数 的 六 点 性 
和 值 ,我 们 马上 可 以 得 出 结果 。 

例 16 РС Урсус аст ВН В у е 
Мисо 六 0 式 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 式 中 g(x) = 0 成立. 

EM у (elec km co BASE ñW. 则 


[коеш faca]. 


¥ + роду = C (me oe np ne + p(r)e( r) ej 


(ә) |=” >с), 2 qr)" 


MACD = qel + gG, ¥ gr) > 0, 


«о = acne 
代 人 所 设 式 即 得 通 解 式 . 
RA 由 例 16 可 得 积分 不 等 式 |p(z)7tzhdr + уса) > үст) 的 通 解 为 


ar + jaar. кс >o. 


ft = ehee [fig +g Сеа с), gr) >0. 


r: 


um [rodar OD = ох) + к) = QC, R(x) S 0, 丙 边 求 导 得 


ре fO + Ро = Or) 
利用 例 16 中 等 号 成 立 的 结果 ,可 得 


e= eles [ус tnt кс =0. 


例 17 fid Га, 如上 的 上 凸 (下 凸 ) 函数 的 充分 条 件 是 对 任意 r. ra. у. у, € [a, 
Б] e ب‎ = »+» В уту | >| e з I 4 


fir) + fe) < ЛО fO. 
27 


EM НАС ЕЯ ERN: 对 [a, 6] E ECF ED EE SD т, xr у. у Є [as 
He a Sv So СМ B.B, 在 弦 A,A, 的 上 方 (下 方 ), 其 中 A, В, 的 坐标 分 别 为 Cr ， 
flrs Cys SID i= 1. 2, 见 图 6-1. 


А С 


图 6-1 
必要 性 : 设 УС) 是 [a, 51 ЕЮ БАСКА 函数 ,显然 条 件 | y = o, | xı = n Û 等 价 
пу л. ЇЇ 6-1 HR EHR z = > (mi + т) УЖ B, Bi, A.A, 分 别 交 于 Ci， 


C 两 点 , 则 易 知 Ci C 的 纵 坐标 分 别 为 二 [ty + Усна са, + fea, EER 


BALUD + fr] < о + feo]. B fas) + fz S fü) fon. 
2 z D 


‹>› 
充分 狂 : 由 于 对 任意 x у, у, € [ar 0). Sr +n =»+» Rl ~m IS zı = | 
иж fO fm) S fO + ION 


+ y, 


== += 


Ely =~ |<! z —z 1, 于 是 对 任意 z1, x, € Са. BIR 
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所 以 FCD Га, Б) БАСРА) а. 

说 明 ЕНЧА TH: 设 /(z) La, 如上 的 正 值 函 数 , 且 FD = Inf) 是 [a, b) LAY 
EAD REMI n, z ys y € Га, b], x, +z, = 
有 ea) & fonfoo, 


+z Rls Sian a Mt 


例 18 CAER y = /G 在 DCD 可 以 为 [a, 6] Ra, D MRI Fk x, € D.r € DD, 则 

CD ус HEBBE SD < f Cr =з, + fOr; 

(2) 当 fe) ЖЕН S) < f CDC r) + fer), 

EM AAC, ЛС #Ш y = FCD 的 切线 4, 则 /的 方程 为 y = fala r) + 
feo , thi R RGO PEA 

CD 当 FD H Ей y = Со € 口 在 切线 /的 下 方 .所 以 са) < f(r 
ТТА 

《2) 当 OD АНЕ Я y = Со E DER [的 上 方 .所 以 fO) > f(a, Cr 
зо. 

说 明 O pe. 

ME MAK y= fC, x Са. b] ойн m 


OH FD HERRE, f) > LE 


ауа 


а 


《2) 当 fn ЖЕЗ]. у(х) 一 1 3 + fa). 


19 Аса. f(a) Bib, fo). W 
直线 AB 的 方程 为 > = EM ZL cr a) + ра), 
由 图 6-2. 图 6-3 知 结论 (2) 成 立 . 


6-2 


CH) 应 用 上 述 结论 ,可 证 明 一 系列 不 等 式 ,如 ， 
着 as.6>0 且 a+6= 1.8] 
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EM RAD = ү, тє O. Dh у = FD 图 象 知 (图 6- 和 ,f(z) HEARN. 


(CD Bk ACO, f(0), BA, fOD, 
1 


3r+1, 


и AB 的 方程 为 y =- 7 


由 说 明 (1) 知 f> фа 


f > 一 5 十 1， 


所 以 а + f(D) >— D(a +) +2 = 3 


вува у= лоо 的 切线 4. 则 4 的 方程 为 > 一 一 苏 (z 一 二) 


综合 式 四 .@ ваи. 
earnen OD < (42) 


I++i+FS9 
还 可 类 似 证 明 如 下 不 等 式 ,过 程 略 - 
Ф жа. Б. с20.Ва+ь+е 


n hel 
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Ф #а.5.‹,4>о.Нна+ь+с+4=1,Щ 


1 
Tea 


Tz 
z 


0 且 a+b+c=1, 则 
VE+2< МРТ YB 


І. СВОДОТ ДЖА) 已 知 集合 M 是 满足 下 列 条 件 的 肖 数 /(z) 的 全 体 ; 
(1) BH r€ O. +o) 时 ,函数 值 为 非 负 实 数 ; 
(2) FREE ss € [0, 十 co) Ж f(D + fa) S О. Ж 8 & ло) = z, f(r) = 


27-1, AD = InCz 十 1) 中 ,属于 M 的 有 со 
A. fil f fia) В AD 和 fy) 
C. fail) f f(x) D. AD fal) 和 f(z) 


2. (2002 年 北京 高 考 理 种 试题 ) 如 图 所 示 ,f.(z)(i =1,2,3, 0 是 定义 在 [0, 1] 上 的 四 
个 函数 ,其 中 满足 性 质 记 对 [0，1] 中 的 任意 xi 和 r. ba € [0.1]. far, + (1—40) < 


Мз HADS ERI” 的 只 有 ‹ Д 
у 
Ме | 
oj (Ej x oj ПЕН 
А. ЛС, f) В, А.С) 
©. fils fila) D. far) 


3. (005 年 辽宁 省 高 考 理科 试题 ) ЖАК y= OD MERE THAR Ф FENER a Є 
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(O, Del f an = Ха) 得 到 的 数列 (a.) RE an > a(n € Nr), 则 该 函数 的 图 象 是 〔 O 


4 集会 入 是 由 送 合 以 下 性 质 的 阴 数 /(z) ВАВ. 对 于 任意 的 工 > 0，y > 0, rZ o 
都 有 соз + 21(y) > Y(R) , 试 判断 (回答 是 或 不 是 )， 

OD AG) = gz _ ежел 

ур) = (tr+2 ЖЯВАФ. 
设 JOD ко) ИЖ ЕНТ айан. # x <O lf CDAD 十 
FDA CD > 0, 且 (3) = 0. 则 不 等 式 а) + яа) <O HMR E 


в. ею Л) йун аннан, ях: 
/'‹х) < 0, £ $ Окт) > f(1) 的 解 集 为 

т. JOD талек E HO FF COK — ê KD), Û E XA 
是 [~ O U O, J.M f ER Со f n > 一 1 的 解 集 是 


0 时 ,有 


в, 已 知情 函数 O 提供 以 下 信息 ， 
L z ° z 3 ze [0.23 [z € [2 


3] 
° sann | max 
жтє[—3,3]ң.Ж%Җ г. OD <O HRH s 
9. (第 53 必 罗马 尼 亚 数 学 奥 林 钨 各 竞赛 这 题 (第 一 轮 ))(1) айт fagh 
кка JOD ао АС РОАН rE ИЙ. Я, ач" 十 a 十 ”一 
3 有 解 的 充分 条 件 是 函数 / жайт. 
OD RFR ST 2 +a 
10. 设 连续 的 单调 函数 太 RR. 0) 一 1 , 旦 满足 不 等 式 
firt 2 fu) fO) Say) + 1, Ф 


= + 
f 1 ° | 


KR fen. 

її. 设 7(zr)、R(z) 者 是 定义 在 正 整数 集 上 的 并 函数 , 且 对 任意 的 4E N* ,都 有 (4 二 1) 十 
EO > fC) 十 gC 一 ,数列 10.} 是 集合 M = {JCD +60 |0 < < s 1E N) 中 的 所 
有 数 从 小 到 大 排列 而 成 的 数列 , 求 数列 {a.} HARAR. 
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12, А (21091). 是 A 到 实数 集 及 的 喘 射 ,满足 ， 
人 AD =1, 

(D fe) Sar E А; 

DPRr у, x+y E А, f(r + у) Z fD + fO). 
求证 + 对 任意 的 工 E AR f(D < 2r, 

13. (第 31 Æ IMO 预先 题 ) 设 f: Q 一 恨 是 满足 下 列 条 伟 的 一 个 观 射 : 
С-Ф a € Q. f(a) >0, f(0) = 0: 

CD f(a = fc) f(D, 

GID fa + D < тах! f(s ONE т E PERE f(r) #1. 
BERBER аа ++ +t) =1 (END, 


16. Жа ВЕТ йеөжиж&.ак J: R RAE: HER DOBH соаг (Z). 


1 


MD 着 对 任意 0 一 了 < 都 有 (o) < 2 ,证 明 ; 对 任意 > 0, 都 有 /(z) < a 


7 
(2) 构造 一 个 满足 条 件 (不 满足 (1) BEH HER у. ЖН € ЄК. ВЕ Лоа. 
15, CW 26 属 闫 国 数学 奥林匹克 试题) EARE OD, (Q... SADAR SOH 
ПОЕНА 0866 RK < 
997 ,满足 fO) = [яг]. 

16. (省 局 中 国 东南 地 区 数学 奥林匹克 试题 )(1) 是 否 存在 正 整 数 的 无 穷 数列 { 1(n)) ,使 
得 对 任意 的 正 整数 mn 都 有 f On+ D > 2f fn +2). 

(2) ЖЕНЕВЕ ЯК ОО) ,使得 对 任意 的 正 整 数 ,者 有 (n +1) > 
2/0) O+ 2), 

17. E N = (01.2, ,给 定 一 个 人 E N. 试 求 出 所 有 的 函数 f: N -= N, 使 得 对 于 每 一 
个 mE МЯ fo) < fn + DK JCF) = nH 28. 

18, ккан U AR ООА < ы; n € NO. E RF 


EAK P, 的 坐标 是 (ny fO). Ril: 存在 一 条 直线 , 它 通过 点 集 P. PERAK. 
19. 设 义 是 一 个 有 限 集合 ,法 则 /使 得 XX 的 每 一 个 偶 子 集 E( 偶 数 个 元 来 组 成 的 子 集 ) 者 
对 应 一 个 实数 f(E), 且 满足 条 件 
(1) 存在 一 个 颂 子 集 D. f(D) > 1990: 
《2) 对 于 X 的 任意 两 个 不 相交 的 偶 子 集 A ВЯ fA U B) = f(A) 十 7(B) 1990. 
求证 :存在 X 的 子 集 己 和 QQ, 满 足 
ciopnq=@.PUQ=x 
Ci) P ff t 2 m + Б.Я /‹5) > 1990, 
Cü) 对 Q 8 £ 8 FR Т.Ж f(T) < 1990. 
20. (2007 FER Ф & {ж & Ж Ж & Жн qaku) e pt i/o) жан я 


— Ë 


1D 


Ri аж) = T ft — fo 29 21. n € N. 


D FID = Am, D #я>2н,Ж fo 22000 ван Лар (Ê) ro, 


Q 着 76 一 正明， n>5 f AD yp <a 


21.a 凸 函数 的 定义 + 
设 f(x) 是 定义 在 取 的 子 集 门 上 的 函数 ,常数 oE (0，1) ,着 对 Vr. rr € DAH ar, + 
0 一 om € D.R 
aftr) + (1 а) уб) > flari + (1 ~a) 
MH f(x) 为 DD 上 的 a 的 西数 1 当 一 /() A DLM eB BRR /(z) 9 D EW a P ñ t. 
当 人 四 式 中 一 FAASS 为 上 的 中 点 本 函数 ,又 称 贡 生 (Jensen) TH 5 


ак.ажулан. 
алсо 为 D 上 的 баж. 


(D fa SEH DERD SBR, Yr € DG 一 MOR E G+ ESTEET E 


DARED Vz € Dü = DAN 


D fay р iñ -—p € N. 
аек аус) yy 
аа > 
22，( 根 据 闫 国 第 31 жак Эдо) 设 取 为 实数 集 ,确定 所 有 满足 下 列 条 件 的 连 
НЕН f RRSO = O, fF = у) > f(D = yf Cys V z. y € R. 
23. (IMO PRR E Ril LHF КИ .2ооз 年 ) Ж жж же ИВАНЕ 使 得 
D HERE n> LSD > fo, 
(2) ЖЕЖ т, п, оя. n) 一 1, 有 pep) = f(m) fo). 
24. RSD g(x) 在 [0, 1] 上 的 导数 连续 , 且 /(0) =0, f(D 20, G) 20. 证明， 对 


ttt a € Го. IA aof drh feng сдав > fag). 
25. REAR f(x) 的 定义 城 为 工 E (а. DER P, >00 SiS n.n € N. 


Ea. = DP, А. = УР B, = PDP. 

# f(x) Еа › EA BB KÎ gC = АТЛА) — B] a HRN BK. 

26. 定义 在 整数 集 上 的 通 数 满足 fO = 1, (D =2, fin +2) = f[n 十 2 一 fn 十 1)] 十 
EnH fo] aS DRE: 

CD os fint D- f) < 

D # fO) BERR JAHD = fo + 

(3) 试 求 适合 JO) 一 2" 十 1 的 一 切 咽 值 
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高 调 函 数 及 其 应 用 


在 本 附录 中 ,将 给 出 商 调 函数 与 低调 函数 的 定义 ,并 讨论 其 简单 性 质 , 论述 它 在 函数 不 
等 式 求解 中 的 基底 作用 . 

1 高 ( 低 ) 调 函数 的 定义 

单调 圾 数 的 定义 ; 设 区 间 DER RHEEN rE Р.Ш ar>0 f z+ are D.B 
Оа t k AA Misi n (Q A Wisa 
MNO. 

这 里 的 增 量 Ar E PERLE RRO: RR ar 是 “个 常量 时 ,会 出 现 什 么 新 
的 结果 ? 通过 研究 ,我 们 得 到 了 如 下 单 届 函数 的 推广 G Om w. 

定义 RDRAM. 

(D 车 对 任意 的 XE Мс D EH X+ AC D.B /(X + ADISA MERU /(X)(XE 
MRF A 是 高 调 的 ,或 你 7C XC XE MIE A BNR. 

(D 着 对 任意 的 X€ MCSD) BH FOX +A) MERN /CX)CXE MDF A 
低调 的 ,或 称 SOONE MD 是 A щй. 

муж. AXD AXHA SOAD WEAR /CX)CXE M) 关 
于 A 是 严格 高 (或 低 ) 调 的 ,或 称 SOO CXE MD 是 A 严格 高 (或 低 ) 调 函数 . 

在 一 维 空间 , 令 A=). ORRE DD 上 的 函数 ,着 对 xzE MSD) Ж r+I€ D.B 

D fa DS (G Wk ONM ENI 低调 函数 ， 

D {сер fC WB FCF М 上 的 ! жй. 

我 们 把 这 样 的 函数 统称 为 M LAE / 的 单 油 丙 数 ,/ ñ COMO BCN U W Nñ 
数 ,把 MM 称 作 4 单调 丽 数 的 单调 区 间 ， 

注 文献 [1] 中 研究 了 如 下 的 / 凸 函 数 ， 

设 (是 定义 在 实 线 性 空间 X PIPE M 上 的 实 值 连续 函数 。 

BR ул; ОСМ) 4€ [0,1190 LBH ar д HEM. Н 
AFG) fer). Ф 


Manta 
MEOH D EAI СГА 
-AOK D ERI BRR fk COX DENI MAR 


м/с М ER CMD ЕЎ АЕ RO PIR a ,得 到 zE M,z+LED 时 
арус Ой fO DZ FUDD 可见 M 上 的 ! 凸 (四 ) 函 数 . 均 为 M 上 的 /高 ( 低 ) 调 画 数 . 

通常 我 们 说 的 任意 区 间 M 上 的 单调 函数 1(z) ,等 价 于 对 于 充分 小 的 正 数 e 和 任意 给 定 
的 LE (0ve ,7tz) 才 是 区 间 D={zlzE M. 且 z+1E M} 上 的 /高 ( 低 ) 调 函数 . 

义 高 (或 低 ) 调 函数 是 内 涵 非常 卡 语 的 一 个 函数 类 ,我 们 已 对 其 作 了 较为 深入 的 研究 ,得 
到 了 不 少 -一 般 化 的 结论 . 

2 高 ( 低 ) 调 函数 的 简单 性 质 

21 在 一 维 空间 函数 的 高 ( 低 ) 调 性 - 

性 质 1 UE /(z) 是 定义 在 [ava 十 2 人 (6 > 0) 上 的 连续 的 增 霄 数 ,0 < 
[asa +b] EM ЖИЙ. R [a + ba + 207 上 的 (一 1) 低调 函数 . 

EM гє [aa+ 拉 , 则 zr+LE [aza +20]. R f(r) < /Сг* D ,所 以 f(z) 是 [awa +6] 
гг. 

йз € [a а + 26]. г – ГЄ [а.а +21 
4 十 25] 上 的 (一 六 低调 函数 

E2 设 f(x) 是 定义 在 [a.a + 26]( > 0) 上 的 连续 的 减 两 数 ,0 г Р, fO) 是 
[a,a 十 妃 上 的 /低调 函数 ,也 是 [e + hra + 20) 上 的 (一 D ЯЯ. 

EM ¥ r € Гаа +) + FLUE [asa + 28], fU > f(z 十 站 .所 以 fer) Жа. 
a+ гй! ийй. 


PM fU) R 


‚Н AD > f(x 一 站 ,所 以 fC) Bla + bv 


ҮН fe) fa D.M f(7) Blato. 


(1) 由 于 连续 函数 在 定义 域 (或 其 子 区 间 ) 上 必 有 具有 单调 区 间 , 因而 也 必 具 有 高 ( 低 ) 
ан. 

从 上 面 两 个 性 质 可 见 : 高 ( 低 ) 调 函 数 是 广泛 存在 的 ,函数 的 高 (或 低 ) 调 性 与 函数 的 单 训 
性 , 凸 性 - 样 , 是 任何 连续 函数 (在 其 定义 域 或 定义 域 的 子 区 间 ) 都 具有 的 ,是 自然 界 的 客观 规 
律 在 数学 中 的 反映 . 

(2) 定义 在 区 间 M 上 的 单调 函数 /(x) 一 定 是 M( 或 其 子 区 间 ) 
上 的 高 ( 低 ) 调 函 数 ,但 定义 在 区 间 M 上 的 高 ( 低 ) 调 函 数 /(z). 则 不 
一 定 是 M 上 的 单调 函数 . 

Ms f(x) = r.r€ [- 1. оо) ií fe) < fer + 2) ,因此 
它 是 区 间 [ - 1, + ос) 上 的 2 高 调 函 数 .但 它 不 是 区 间 [ 一 1. +o) 上 
的 单调 函数 W ti B. 

当 M 无 界 时 ，Af 上 的 单调 函数 /(x) ERO WEAR. 

(D M 上 的 高 ( 低 ) 调 阴 数 的 关系 式 以 等 式 成 立时 , MUHD = fC, 120. WJ fr) 
是 M 上 的 周期 函数 ,! 是 它 的 一 个 周期 

因此 ,高 ( 低 ) 测 函 数 的 内 话 相 当 广 泛 , 它 包括 了 通常 的 区 间 单 调 函 数 ( 单 调 区 间 可 能 不 
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同 ) 和 周期 函数 . 

性 质 3 AOD WEARY iD ERMENE S gata AD ENOR 
OD REC ACD , 则 AD = gD HAD x € р васе) ВСК ЩЕ. 

3% gC) 二 0 时 ,/(7) 即 为 也 上 的 单调 增 ( 减 ) 函数 .可 见 高 ( 低 ) 调 函 数 是 单调 增 ( 减 ) ж 
数 概 念 的 推广 . 


22 高 ( 低 ) 调 函数 的 通 性 

性 质 4 若 fCX)(XE MD) 是 AA 高调 函数 , 则 A(X)CXE MR A Кй. 

性 质 5 # /(X)(X € M) ВАШ. V X € MAH XHA E MCE € М.Ш 
FOOCX € M) E кА ін. 

性 质 6 车 fCOOCXE M,i=1 
CO mim. 

EMR? 若 正 值 函 数 /(X)(XE M.i= 
Лася. 

СЗТ ТУЯ 

3 高 ( 低 ) 调 函数 的 应 用 

高 ( 低 ) 调 稍 数 可 作为 高 维 空间 的 琢 数 不 等 式 的 基底 不 等 式 ,用 来 表 仆 函数 不 等 式 的 通 解 ， 

m RSO: ЕВ ОВАР f(r + D > re maw. 


С BE A BOUD ша МУО 也 是 和 高 


) 都 是 A Ой. Å /. CX tt ar 


M аот EP fer) > Л/с gp TEED > D, g G+ D > 


2 
故 所 给 丽 数 不 等 式 的 通 解 为 С) = либ). € R ,其 中 g(x) ЕВО 1 MRR. 
取 特殊 的 1 高 测 函数 ,我 们 可 以 得 到 所 给 函数 不 等 式 的 一 系列 特 解 , 


Фк) = ar Y (a > ORI g(r + — кз) = а > 0, 代 人 通 解 式 ,得 到 一个 特 解 ，/(z) = 
а" Бал € R',a =0. 


at= a M +1) (а) = 2r > 0, 代 人 通 解 式 ,得 到 一 个 特 解 ; 1(z) 一 
TT-—71 ,ER'. 
4 gD = ЖАА € Rl gr ао = 5 > 0, 代 人 通 解 式 .得 到 


一 个 特 解 : лсо = = 


+2 
下 面 我 们 研究 一 般 情形 : 
为 方便 计 , 约 定 : 符号 X = (zx, ,7 
ало, 
X +A = Жаз фаз 


зєв. 


a JAX = (az saat, н 


— > Ф 


л. Ба) Важ Н. 


REI Л (aasma) 天 车 , 则 十 数 不 等 式 


flr +a sx; Far +a) > fxn 


的 通 解 为 Дау зау = кб) + (е) 

жш ас = 140) BEER A BWAR 

EM МА G.) ED RHEE C = (a cesse E Јас 244 
z (Ë 


= (er JB OX + A) > ОХ. 


Jr tasn Жа," zr. +a = [Dece +a) > ren h. 


4 Uz, 


o) = furs 


ЗН У for + (Dez, (ok 


) = gr oz 


c = ROO EEEH A AMAN. 
ER? A= (asa) Z б.д > 0. 且 和 A 天 1, 则 函数 不 等 式 
(+6 


fr tast +a 


b 


+a Bf snr 


的 一 个 通 解 式 为 f(X) = 


tag OD, 


иш Dac, = 1AN OO HEBE АДЕМ. 
证 明 моо. SOO а н 

fOX+ A) 2 A/(X)eəln f(X + A) 2 Inf(X) + In, 
在 定理 ФЕВ Ing(X) 一 CX) од се 和 ,ln7CX) 一 JN). 可 得 


Inf(X) = Ing(X) + (Уеа Jina E OO = XŠ СХ 


, 


Мрав. ОХТА) 23/00 +b E F(X +A) — T> [reo - 


b 


Amir. ЛС = коо 是 它 的 一 个 通 解 式 . 


Ë аш (CX) ,gCX) 不 一 定 是 正 值 函 数 . 
жез ROO 定义 在 (R- Lo RETR A € (R*)", 则 函数 不 等 式 


am закла 


+в) > fOr, va 


PORN fOr ory r) = gO ste 


Ro 


Sege 是 R 上 任意 的 hA ай. 


证 明 ”在 定理 1 中 作 葵 换 nX -= X, nA A. fOO = fOnX) ОХ > stlnxXy ,可 
ЯНА Ж ЖО XR ЛАХ Z FD bR Onrar) = gin s 


порта 


пове ра = ergi XA S KOD M KD соо а CO B R° EIER 


的 InA шй. 
定理 4 А0. BA Lf) 定义 在 (RD) 上 . 常 向 量 AE (R ), 则 函数 不 等 式 


базлу акта уе зал.) > Afr near) +b 


的 通 解 为 


fn 


x) +n: 


вера = erke) к 上 任意 的 InA даай. 


EM ”在 定理 2 中 作答 换 InX -= X,lnA > A. SOO 一 FOX ROX) — gO ,可 得 
数 不 等 式 (AX) SAOD Hb WARN 


рою = +), 


7-4 


这 里 Ia: = egle) JE R' 上 任意 的 InA AMAR. 


ДДД lm ЖС) Ж Ж, ОА СЕТИ 
жк. ии. с) M AY Се F Ti HH д 

反 低 (高 ) 调 函数 定义 

HDS Re) ,A 是 一 个 党 

车 对 任意 的 XE DBHN ХРА 
R OOX € D 是 A 的 反 低调 了 

车 对 任意 的 XE ,都 有 /CX 十 A) SOO MRAR SOX € D ТАД. 
RPK SOON € D ВАШЕ. 

当 等 号 不 成 立时 , 则 称 丽 数 /(X)(X € D) K FA RERED W RE SOO X E D) 
是 A 的 严格 反 低 (高 ) 调 函数 . 

周期 函数 定义 

MTER y= /(z), 如 果 存在 一 个 不 为 鹤 的 常数 了 .使 得 当 = 取 定义 域内 的 每 一个 值 时 
[ох + Т› = fe) в АЙЕ sy = 7C ш тян. ботой 


数 的 周期. 
13: Хр 


IO. HK FOXX € D) 关于 A 是 低调 的 、 


反 周 期 函数 定义 

对 于 函数 > 一 SOD ,如 果 存 在 一 个 不 为 零 的 常数 了 ,使 得 当 z 取 定义 城内 的 每 一 个 值 时 ， 
SOET уст 都 成 立 ,那么 就 把 函数 y = £ Cx) 叫做 反 局 期 函数 . 不 为 办 的 常数 工 叫做 函 
数 的 周期 . 

жк) 调 奇 函数 定义 

设 DCS RIA 是 一 个 常 向 量 ， 

车 对 任意 的 XE р. A-O < OO KERR OOX € D) 关于 A 是 低调 
的 ,或 称 OON € D ¥ A нав 

若 对 任意 的 XE D, 都 有 /(A 一 X) 
的 ,或 称 /(X)CX € D) ВАВ. 

当 等 号 不 成 立时 , 则 称 耳 数 /(X)(X € D 关于 入 是 严格 低 (高 ) 测 的 ,或 称 OOX € D) 
是 A 的 严格 低 (高 ) WI RK. 

жк) 调 偶 函 数 定义 

Ш DUE R.A 是 个 常 向 量 ， 

若 对 任意 的 XE р. RBI САХ) < SOO MEMBR OOX E D 关于 入 是 低调 的 ， 
ME FOON E D) ЖАКИ: 

若 对 任意 的 XE р, ЯТА X) 三/(X), 则 称 偶 丽 数 /(X)(X € D 关于 A 是 高 调 的 ， 
ЖЖ /‹Х›‹Х € D) 是 А 的 高 调 偶 函 数 . 

当 等 导 不 成 立时 , 则 称 函 数 V(X)(X € D 关于 A 是 严格 低 ( 高 ) 调 的 ,或 称 OOX € D) 
是 A 的 严格 低 (高 ) WR 8 t. 

低 (高 ) 测 奇偶 西数 可 作为 高 维 空间 的 函数 不 等 式 的 革 不 等 式 ， 


JOO , 则 称奇 函数 OOX € D ЖР А REM 
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人 
179% 
能 力 训练 1 
LD 
《D 因为 O RRR, ш» МЫЗ < of (r < 0, 
% x > O RHF f(z) < 0 = /01), 因 为 f(x) BECO, + =) 上 为 增 丽 数 , 所 以 0 < r <l 
масов а >0 = УСО Вр Са) С Сао < уз. fO) (0, +e) 上 为 


MARKI- r < 1 R <o, 
CILE =1 < r <O RO < r< kit D. 
(2) шем, 
01670) < میں‎ UD > оешу < 0. 


根据 用 象 观察 可 得 1 r < O RO < < (kap. 
M MEWE GERM о) = rir- DOr 4 DOr #0, 
hemp 2D _ AW анаа Co, 


WIR 1 < x < < r< Laki D. 
1А BR 由 有 图 知 OD ERR. o = 一 f) 


MERFI H ftz) < + ,此 不 等 式 的 几何 含义 是 fC) 的 图 


екоо = + 图 象 下 方 的 对 应 的 ORAK HM 


= RIL ~ 2 


观察 图 象 知 — 2 ой < r < 2k A. 

3. C | 2008/-'(log.z) |< 2008.901 ~1 < f ' (log < 14L1 < юш < 3. 2< r< 8, 
жс, 

+ 日 “由 题 意 可 构造 一 个 转 助 函数 

fr 
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MAO 的 奇偶 性 易 得 ; 当 一 3 一 一 3 时 


Hi, ocres 


fO) = 


则 问题 可 转化 为 解 不 等 式 f(x)cosr < 0, 
(ож 

易 解 得 (B) Ей. 

5.0 ШВ. = f( 一 4) — 0, 尊 出 一 个 示意 图 , 见 右 图 . 

Mr SOM r fUD <0 PHF fC) < 0.MA... 


cosr < 0, 


r COMP усә) <0 FHF f(r) > 0.0 /C r) >0. i í 
=z € 0.0) U 4. оз) € (оо, —4) U C- 1.0). 
HOR D. 


GA 原 不 等 式 等 价 于 OC 26 +0 <-2 

ийй FD) 图 像 经 过 点 A(0, 一 2.B(3.2) 

所 以 ftd > fG).fer+ D < feo). 

х жило лев ют. 

所 以 r+123 或 rz+1<o0. 

Ш т>?йтч—1.Иал. 

BR 本题 只 指明 函数 FCD 是 只 上 过 点 ACO, ~ 2) 和 点 B(3,2) 的 碱 函 数 , 而 设 有 指明 函数 是 何 


种 换钱 ,我 们 不 幼 把 曲线 看 做 是 过 点 A.B 两 点 的 直线 ,由 两 点 式 得 7Cz) = 4—2, F(a + 1) 


4 
фаъо 


ои [02 [звао s< aaa a 


AR A WA RR S AO FE fE а. а П FH ТИЛ н ОО кои н А Т} 
ЯК. 
TB WN fC e gU 为 偶 甬 数 ,其 图 象 关于 y 轴 对 称 ,所 以 F(z) ст) > 0 的 解 集 必然 是 对 称 
к. аһ. 
8 A 所 给 不 等 式 可 化 为 
/(сов20— 5) >— ftzm 十 4sing)， 
ПРАСТ 
/©соа20— 5) > fC 2m — 4sin) . 
M FCD 在 民 上 是 增 函数 ,所 以 
os2g 一 5 二 一 2m ~ 4sing, 
2m > 25in'0— 4sing + 4 = 20sing 一 ° + 2, 
当 sing 一 一 1 时 ,2tsing 一 D)7 + 2 的 最 大 值 为 10, 故 2m > 10, m > 5. 
所 以 当 m > 5 时 , 原 不 等 式 恒 成 立 . 选 A. 
SD Р = fan + g(x), 由 题 意 知 F(x) 是 奇 函 数 ,又 x сов, 
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FO = FOND (а) + fe) gD > 0, 
所 以 + < 时 ,Ft жа. 
所 以 r> 0 时 ,F(r) 也 为 增 函数 - 
又 因为 F( 一 3) = 7—3) * g(—3) = 0, 
所 以 FC) = 一 F( 一 3) = 0. 3 = 
图 为 一 个 符合 题 意 的 图 象 . 观察 知 ， 7(z) яба) < 0 的 解 集 为 
一 5 U (0,3). 
10.C 因为 | + |> O, i z > OM f(D) > kr 的 解 集 为 (0,4). 故 
доз < ke 的 解 集 为 10 U (4. + =). 
ТЄ {O UM, +=), C. 


u.-1 о MD fC) 在 (一 .0) 上 是 增 丙 数 ,又 f(x) ER ЕНӘ. ВИШ /(z) 在 区 间 
fo, +o семан 


уаз < fF +у+1). 
得 1>> HIME CIEE 
e 


2D Mye lef (=3 +111 > WN > LA Cler -6r+20)] <0, 
FEHR M.A 
a (ZF о) (o. )u (ET ] RA fes офа = n = 


LASO = SOD S 0.W$ =, = гул) 一 一 上 得 f(z) = FO DLR /(x) DMR. 
因为 FCD 在 (0, + oo) 上 为 增 函数 ,所 以 fC) 在 (一 .0) E RRR. 


n+ f(s })= lel- o 


лож [4(+-+)]< fen, 


从 而 可 得 不 等 式 的 解 为 [一 Mo) U (о) (41+, 


1. [一 1 去 )U (2.5] 由 图 象 可 知 ,关于 点 (2.1) 对 称 .有 FCD 十 704 一) = 2 将 其 代 人 


JON IA D >= усә > 0. 因而 不 等 式 的 解 入 为 [一 
15.-1 由 单调 性 . 脱 去 西数 记号 ,得 


— 1. 
1а ағ 


пиен DO 两 式 对 
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1,1 
< шне RD A 


由 于 fC AORERE zy € R 的 情况 


+ FS аи 
w PEOP UREE 
fut” уш fO 
1 7 i 
#4 r "9 
О.у = 
则 化 为 glut w) > gD) + кб). 


HIR O ягы) = ван) > 2e, 
KOGU) = ge + 2и) > gC) + 2000) = Заб). 
归纳 得 gh) > kg Cu). 


$ f 2500 = LA (25) > 25601) 


0. $ f(D = f+ feo. 
所 以 FCO) = 0, 2 уа) = 一 1 所 以 feo) > fC. 

因为 ftz) 在 (一 co。 十 <) 上 具有 单调 性 ， 

所 以 fO) ЕА ЕАМ. ЙТ /(0) = o, 

Ж JCD 在 (一 ee,0) EW уст) > 0, 

Мова + fClogst= о! — 2 = УС о! + Gk + D + logat = 2] > он 

H= юш н 1) + logit — 2 Сон 

2E <R <1 +2. 

所 以 所 求 的 取 值 范围 是 (一 1 2E, — 1 + 2F) 

ж 上述 解法 是 首先 运用 " 符 值 法 " 及 函数 具有 单调 性 .判断 ус юк Ем. 并 根据 
ACO) OME усе) HEC c.0) ENE. 利用 这 一 特性 ,将 原 问题 转化 为 二 次 三 项 式 便 鱼 问 题 ,化 " 生 "为 
“MT тен 

18. FD 为 偶 函 数 ,有 f~) = fC) = fC r |, 

所 以 不 论 1 一 m 与 由 是 正 值 还 是 负 值 ,总 有 

JA- т) < fmm < fd ml, 

所 以 有 以 下 不 等 式 组 : 


ea = + — 8 < O 


алнан атая жел юна HE FR HE PE R W 00 T W 
之 后 . 
19. Rs = lt 


, 则 AD 一 F(0) = 2.886 fC) = 0 得 f(0) 


[ ТЕ НЕТЕТ 
Л fU +2 = fla) — feo) = fr +0) — f(0) = (7+0+7 = (z+ Dz. 
жч сє (O. )м жар + Dz < ogr HRT ветени 
sss Ё 
ПЕ 1 
1+1) <. 1. 


解 得 实数 a 的 取 值 范围 是 


ав) ус) пов fb = os (E) Уо бау) = f(D + OARS 


җиз (а) ]< aÓ. 
因为 (1) = 0, 所 以 /( 一 1 = 0. 
KA FD = С D + fOr) = ЈС) 
所 以 лсо REL. 
XN x > fC > OIE JCD ECO. + oo) Ей. 因此 ,不 等 式 又 转化 为 


(6+1). 
Беж): 
wal <. сожос < T al< < ИТ, 


21. (D Mm > 0,0 < fn < LIR a = 0, 有 tm 二 D) = fm) + КО) В) fm) + LAO) 
1] = о.ж f(0) = 1. 

Fr < OCR о O < fC n < 1.8 f + fC т) = fur С r) = 0) = 1, 
J> 

(D ER EER non n < nM 

FD ad = flr = nn + n) — fxs) 
(т, = n) ° f) flr) 
Тес — z) = 13 

BN x < rs REL х1 — л: < О.В f(r — xa) > 1.& fO — n) —1 > 0, /Сх,) > OA 
fn) = fO) >, услу) > fGro FCD ER EAREN. 

因为 Ko) = LAA f2 ir- fOr =1) < 1. 

MD 2r —44—1). fir 0) < feo), 

MD fF —4r— 14+ r~ D< fo), 

B f(a 一 3r 一 2) < fO). 


M FD R R еда ЯШ 27 一 3r 一 2 > 0, 解 得 r 一 一 二 或 了 > 了 


144 


22. (1) ER. 
DER аа оона веж ао = (L) 
тй SaD -fad = Go + /(1)= (E) 

ANE > 1. 由 是 设 条 件 O 可 得 (E 


所 以 Fz) > fen W FCD 在 有- EAMES. 
( W, 原 不 等 式 与 /(x) + /(2a 一 n > 2 HW. 


>o. 


因为 ?= 1+1 = f+ fC = 9), 
所 以 flata — 1] > /(9). 从 而 据 (2) 中 усх) е R° 是 增 函 数 的 结论 可 得 
«20, [429 
>o. 
Б к<. 
2 一 r> 0 


—2ar +9 < 0. 
2000-1) 29. 


<a < 3 时 ,上 述 不 等 式 组 无 解 
一 36 = 0, 即 a 一 3 时 ,可 得 /17) + f(2a— x) = f(9). у 06—00] = 09). 


Ф HA, = 4—36 < 0, 
ома, 


从 而 得 (6 一 z) = 9a& 3, 
Ф МД, = a? —36 > O. a > 3B eH r — 2ar +9 СО, фа М r< a+ Var 一 


(AN a > 0а > 0.4 + Va =3 < 
MEME: M a < 3M KEREN: 
мае 3 时 ,不 等 式 的 解 为 一 3 
Ma > 3 时 ,不 等 式 的 解 为: 


< a+ Voy. 
23. (D $ r= 0,у = 一 1. 则 10 一 D = уо) + JC DUM СС D ж Oe f(0) < 1. 


EERST оо > 1>0, 


N r> OR. r <O f= т) > 120. fe) = fia) e f(2).0 < f(z) = 


对 任意 > 0, 但 有 0 < f(r) < 
(D f(x) {а квмат. 
Ш. R л: € (<=. + =), rn < + 
feo far) = fn + ба = ad) fOr 

for — ж + fz) fn) 

[fan —л)—1]/‹л\) < 0. 

因为 一 > 0 所 以 fxs — ту) < BFL fari) — f(x) < 0. 

Mf 在 (一 号 ,+ о) Ей ӘМ. 

D fU) + fO = fU + < fary), 可 转化 为 P 十 六 > агу 对 任意 实数 > y 全 成 立 , 即 


Pty ау Та lly MEERE оа LM ale |E |+ | 之 | 对 任意 实数 zy 但 成 
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ЖЩ lalS 2M =2 <a S2 RR. 
24. (1) ШШЕ} f(2 一 = [2+ 2) = fGk—2+ x(k € 2. 
所 以 函数 FCD MRO A 


2+7 غ2) +( 


з= СЕО aE, 

Тан) 为 函数 f(z) АКА. 

Mas. 

(2) 因为 当 < O 时 ,都 有 f(2) > УО) Н f(x) 是 以 2 为 周期 的 周期 丽 数 ,所 以 (2) > 
зс» <о). 


因为 二 0, 玫 0 二 2 < A. 
所 以 对 0 < x < 1, f(D > fen, 


0,1) FCD 的 一 个 单调 区 间 ,所 以 [0,1] 必 为 Fe) 的 单调 过 增 区 间 , 从 而 [1,2] 为 /4x) 的 单 
Wiwa. 


于 是 ,整个 定义 域 被 分 为 两 类 区 辣 : [2k,2 + 1) 5300861. 2k + 1,285 + 21 为 递减 区 间 (k € 7). 


因为 一 10.5 € 122+ 1,264 27.8 fi~ 10.5) > f(x +6), 
所 以 fi 9.5) >> für + 62). 
先 考虑 不 等 式 在 一 个 周期 区 间 [ 一 11, 一 9] 的 解 .有 = 10.5 < r + 6r < 
再 进行 一 般 化 ,有 
.5 
Шов 1.5 (r +3) < 2k— 0.5. Ф 
ш 2&—о,5 > о. # > 0.25.0022 РЄ 2. 
LEZOT SE 或 -3+ Ê < <-4 = e r 
28. 由 条 件 Q. m = 0. (0) = 0 фп = — r.m = л С r) =— fU BID JC) R R 


上 的 奇 函数 . 
ikan € R.B з, > r Mi Ф.Ф 


Fad- fad = fOr) + = n) = fz = ту) > ОС Н л, — n > 0). 所 以 7(z) 在 只 上 是 增 
ай. 


т DAD = 2 及 图 可 得 24 = 120) = /02). 所 以 

аэ + fay < 24 8 far +A) < AD, 

A A = Cy | 3 + Ay < 21. 

йя. OD flay) + FG) = 0.88 fur —ay+ 3) = FON В = (Gr) | z—ay+3 = 0). 
йо) 


FORD + FO. fx —2а) = fo DN C = (Cs) | у = Br a) 
MANBA ZW т—ау+3 = 0 ИИ ar + 4Y = 12 相交 或 相 切 
жей r = 2.y = Зу .可 将 问题 转化 为 直线 : 2x 


问题 ， 3. 
нен. 


Мау +3 = 0 与 国 ， ту А 
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直 A miC 夫 好 等 价 于 方程 组 


ж-ш)‏ = وا 
有 解 , 相当 于 方程‏ 

3 580—4) —12 =0 
СЕДЕ етш. 


fia <0, 


LB DORA. 2B 
зо 注意 到 


Пла Лао |= Zins jelne ntaga rl, 


I fita had |= 


Мате Sat 
1 1 
R n = суры = зару 
{с-н l= واو لوا لال‎ |, 
Е С ШИШЕ ЕЧ 


+B HAD е ливан В 
r+y+1S2Cr+D 一 ay+D， 
即 一 4y 一 2 全 0. 
mama Trt 
所 以 a <—2?.Щ4®В. 
SD 由 是 设 ,函数 的 值 域 中 的 元 素 存 /的 作用 下 仍 为 它 本 身 . 
根据 示 数 值 域 的 不 同情 况 进行 分 类 讨论 
O а& совал TET 
п—1 


(D 函数 FCD 的 什 域 为 两 个 元 素 集 , 则 有 
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1-1 


иза 1-1 
f l2 =2 |r |21|. 


r |22 
з] dsez] laea 
(1-1 кугу е3] 

f | А» f үч 
la) 3-3) 


《3) 函数 о 的 值 域 为 三 个 元 素 集 , 则 有 


кийе жя 10 +. 

说 明 тшк. RRN qe) R tin ti ritip. RE BER Я n TERM 
情况 

mr л (l2. 


ENTE 


эл} 满足 SSD > fe. Ms E ñ HA 


A 
分 析 把 集合 11.2,3,….n) 分 威 它 的 值 城 及 其 补 集 ,其 中 值 城中 的 元 素 在 函数 了 的 作用 下 为 它 本 
зок POE R p пл R ФЕ ~ER. 例如 a 一 3 时 ,车 了 对 应 的 什 城 为 (1.2} ,其 补 集 为 
азар пә: 
BLM fi 


ж 
sa 2وا‎ 
所 以 , 当 值 城 为 一 个 元 素 的 函数 有 С, ЧАМАЛ КОИ 27°С АМАТ 
жакс: Fo SW n TER BARON 1 E CS 个 

MEM MRE en ñm EON 


CLEC Hon HAC: 


.这 是 答案 开放 是 ,符合 条 件 的 函数 很 多 ,如 ;f(z) = 4—5(-Ь) G > ofa = arctan 


Mr > OUD = SHF — (r > Def) = S$ —1(х > 0 $. 


ТОИ ИСЕРЕК 


fg -1 ө 
+] «оило = 去 .由理 7G) = 


фун f0 = DFE. 

ө. EK € RED = E ШЕЯ. b< 1. 因为 这 时 对 任意 上 有 0 < f(D < ЛО 及 0 < 
fe n < OAR FOF n < f O. т Ж DADS n S SORAS = fa) = 
ft), € R. 

ЭЗЕ ә < 1 REN ЕНЕ ЖЕЙ, f(r) >> 700) + BCE т = P Зр). 于 是 ,如 果 放 > 1. 
可 取 足 够 大 的 ®.@ > Fo ETEN fnr) > /(0)* br >a, Sk O ЖШ. 
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9. 因为 让 (0) 二 0, 所 以 feo) = 0.8 0 € А. 
Ha € AM fa > a. 而 由 已 知 条 件 ， 


pagasi) 
тщ (#)= E > E = $> 


a 2 2a 


Harr E AND A АХИ. 


10. + r = уй POD +") S (0)， о 

ERO PHS z = 0.48 О) + et (9) 00) 

BII (O) < (0,4 0 < к < 1. 

Маха со + CD S LEU OS OS | JOD IS l. 1 gD S LTE 
PAD < FO Oy < eu, 

Mk a+ D+ < 1. 

п. Шла < LASO = 1. 

йт 12. LAU 为 某 个 正 整数 ) 时 ,都 有 УС) = АЕ, f + = +1 

тне (o mamam, 

LEETE ID DAHI. Ф 

АЕ 


Дун +] 


+» 
ДЕТ; < РЕ 
再 利用 式 D 得 ya + D < 4 但 这 又 与 式 Ф FM. 

кён (4 十 1) 一 十 1 

由 归纳 原理 , 知 flz) = ,YE N. 

12. /G + у) fn 


ЕТЕ 


fu +>) — fu > SASA- Ф 
O 式 两 边 同 除 y- 

y> 0 时 ,得 

ату чэ] > ус f) = F 

$y =0. CD > S f(0 ° 

My < Ont. 

+ =I руно), 
ЕТЕ] EE 

+ уо Fen < ус. Г) А 
HR O. JCD = fen 。 0), 于 是 


[eres pay = ef [fo f OSD] = o, 
Ë {со = e , 代 回 原 不 等 式 检验 ,并 注意 到 /(0) = 1, 得 c 二 1. 令 a 二 om, 得 f(z) = a" (a >0) 
13, AM f+ +3) = frt D +2] = 2— f(r+D) 
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所 以 2— f+ D > fd 
fs D+ f S2, ® 
— flr + DRA fr +3) > fun 有 边 得 
f+ > 2— f+, 


ж/о) 


即 {ш++/т+?›>2 
用 一 2 替换 ,得 
fr ++ S? ° 
AROOM fr +1) + FD = LER UHD = 2— ODN f+ = f+ 0а В 
换 了 ,得 (r+ D) = 1(z), 所 以 Jr 二 2) = f(z) = 2— fu), fo = 1. 
14. 设 Flr,y) = шг 4 b+ ау +b зу Не ИВ 


15 Fo, |= 2>- >,>- +. o 
FOD I=la+ 2< ++ ° 
L> = 2a 十 28 一 1 > 一 3 
Lara. = +21 zar}. Ф 
MOOR а+20-9+0< t-i =- luc itO roe- 
HMA b=- (КА DD PMR a < ua > p E a = 
国 此 所 求 的 一 次 函数 只 能 是 fr) = Lr L. 
1 
+, 
1 
1. 
故 所 求 的 一 次 函数 是 лоо = 
15. {оз > rr E€ R 
首先 证 明 ， 对 于 所 有 的 y € RH fO) > ›. 
实际 上 ,由 条 件 可 得 /fz 二 /69] > fee + у). 
SOD > у. 
车 存在 正 实数 УО < yok x у Ну z+ fC 
fO) = flr + /Су)] 3= FOr + у) + f(y) > fO), 
FR. 
所 以 ,对 于 所 有 的 >E К.Ж fO) > у. 
16 在 题 给 不 等 式 O 中 交换 чу 的 位 置 .有 
русо > DT + NT. ° 


mM O +2.8 
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+ дур + ET 
моло > EFEO + УЫ сэу 


š 1 
ЖАНАШ TS TS 


е-е], 


ا 
闻 么 , 必 有‏ 
ою _ у‏ 
СЕ АРЕ‏ 
GERMA y= Laita = LP g‏ 
о эсе +) Ф‏ 


Манов, = 0, 它 显然 是 函数 不 等 式 O 的 一 个 解 
матов, O EA Фаш. 
ر + م( + مړ‎ 
)ا تھ + )+ می مرا ج‎ + 
ry > yr. 
由 xy 的 任意 性 ,后 一 不 等 式 显然 不 成 立 . 
所 以 题 给 函数 不 等 式 的 解 为 f) = с. 
17. 由 于 AD 为 二 次 函数 ,可 用 待定 系数 法 设 为 


fO) = art + hr + 12a 0). 图 
又 由 四 代入 四 有 

ЕТА 
Г] 2+1 — f) a r. @ 
Ж ORA O. 


ax" + (да + bz + (2a + 20+ 12) > 2a". ° 
ЖО) am 2-8, 
T JD m2r Ва 12. 
gU) = Q Br +D. 


BRUSER. 
“> 
0) ае? 
RD a a asta A= DO ++ CO 
ш Bat 1 + 6—16) < 1686 > 2. 


z<. = Tau. 


BEJN = 2 — Bz + 120600) = (245 一 ar 十 12)2: 或 1(z) = ar? + hr + 12.(а) = 


(ar +h HDZ ,其 中 .6 满 是 2 < a < а 16167-1 


说 明 如果 能 预知 坝 数 的 结构 , 那 就 可 用 待定 系数 先 表示 出 来 .问题 归结 为 系数 的 确定 . 通常 是 角 
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方程 组 求 出 待定 系数 的 具体 数值. 
18. 首先 SO = 0, 令 дч? = DAO) «(о 


9. 由 于 1 f | 所 1, 因 此 imk() 


ях + у) = gG) + EOD ШЖ Ж Ж + 0 ЕЙ} Со = t AORA кы) = мк EERO) 
ЕА 

所 以 ga) = O. ус) = 0. 

19. $ r= y =— a. В /(2z)+ Ko) + feo) > 3f, 


从 而 OD > 700), 9 — Jr. z 得 到 f(0) + f(0) + f(2) ;> 3702) ,从 而 知 /(2r) <Ç 
FO. FESO > FD > О) р уза) = RK = 
容易 验证 .对 任何 c € 有 ,函数 FUN) = сд Ж}. 


20. D AIMER Єв г Дә 


РО Фар аз, f =1] 


rj 
тев о1о ИИ) 10) = Ah ус) ER САВЕ 


1 


FCD rih REE fU) > 


MD 
(D BY JOD ER ERKE f(x) > RAR f 
验证 四 ， 对 任意 0<- n 二 二 .有 


= 1 = 


EPEETAN 


о >o, 


П) 


所 以 JCD ER АНИК FC) > 


REO млю 2н. 


fn о 
MPD ma, 
所 以 PCr [e 51 ro. 
ТОБЕ REKE. 
21. 题 设 所 给 的 是 一 个 不 等 式 ,而 不 是 方程 ,页 且 变 元 


zyz 我 们 设法 通过 取 : 


值 来 寻求 结果 . 
r= у= = 上代 人 四 ,得 
ку > +. 
s-r S T 
所 以 [ro -二 <o. 
га 7 + © 
КЕЈ LICA O 并 利用 О. 


所 以 nz}. ® 
0. 代 入 四, 得 


所 以 fe = 1. Ф 
$ x = OA DHAM Ф 


« 


m 


综合 名 和 加 , 即 得 (x) = +. 
22. 所 给 的 条 件 是 一 个 不 等 式 ,要 求 的 表达 式 是 一 个 等 式 .因此 要 设法 从 不 等 式 中 导出 等 式 


кизее п. 为 此 令 u= 1,v ~ 立 , 代 入 题 给 不 等 式 .得 


Дъ) (лож 2р). 
所 以 rfO) <S yf. 
同样 可 得 
WW < zf. 
所 以 rfO) = yf. 
由 于 上 式 对 任意 x,y € R 都 成 立 , 因 此 
CD = CRED. 


Кю = £, 


其 中 < 是 正常 数 .下 面 验证 f(z) = © 满足 题 设 不 等 式 . 


1+1 
= + 
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23. 由 条 件 可 知 ,对 一 切 nE N. 有 

LSA+ D — fan o 
WIL 1 Он + — fm < fnt D = OH, ° 
HORA DHR F(2 = 3700. ® 


利用 O 和 四 ,通过 数学 归纳 法 可 以 证 明 /(2% + 2% + + 2%) 
这 里 的 非 负 整数 mm ,mu EÊ O < и < m <<. 
ав 29 十 28 + FD lm 2 +з + +2 JE и < m < м. 
МЕСТА ШКАТ сю < A ,注意 到 293 一 3 + 3 HXI HIHI IER 3° = 243 2 
RE f 的 一 个 加 项 ,于 t ERIE УСЮ t 7D 中 每 一 个 的 加 项 ,只 有 3? 和 3 不 确定 . RIL, ОЮ 和 
rO 只 有 以 下 二 种 情况 ， 


<". < m < 


1 =з +з, 
Шо езу заз, 
ө =з +з з. 

Шо = a +3 +3 


[РЫ =з +з+. 
len = aî +a +3 +3 
[0 =з +з +з+т. 
len =з +з+у. 


相应 地 ,我 们 得 到 所 给 方程 的 全 部 解 ， 
ts 
Uistatle an 
B= m+ - u. 
ШОТ 
ке +2+27 


етв a 4s 
AmB = 15. 
и 
24. ë ою = уо] = 2, 
йай a > f(a. 
我 们 有 ИС а) < .利用 委 纳 法 可 知 
fn < aG € N 四 


т+т+г = 3. 


NOR Ра ое (a 可知 它们 都 属于 11.2。 由 摘 层 原理 知 必定 存在 ij € М) а 
Ë fa = РК. 
由 于 了 为 一 一 映射 ,可 知 f(a) = as FR. 


Ша fla) (a € N"), Jf fa) {tH a 可知 f(a) < Иа). 
amr < E < far, 
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PE JUD] = fa. EE f(a) = a, 
经 检验 S = + HERM. 
25. sn € NB nZ la 22,пем REP <r < снн ЙМ ATM. LE 
存在 这 样 的 m). 对 不 等 式 取 对 数 得 


minr < nins < (m+ Dio, 


" mal ے‎ m 


1 > 
т =» ty @ 
因为 了 单调 不 减 , 所 以 fe < rey < уо”. 
CELI fr = mf 
fo = туб), 
因而 有 mf (r) <Ç nf) < (m+ 1) fer). 
m ے‎ ст ? 
ш < <= ° 
40 CD іы ے‎ 1 
综合 中, 四 得 -ejt @ 
由 于 rr € N Pf efe Pe EB B s> r > 2. 由 O 中 的 任意 性 ,有 
КЕИ 
f ir: 
fe _ [о 
ы о = а. 
MIE It r = 24 fes = Дь, 
т б#лг TERRE > 2. 都 有 
fo = fon, 
其 中 p ш. 


MRI /OD = 0.8 (2) > fO) > 0 sj 220. 

说 明 O 在 实数 集中 讨论 解 时 ,方程 通常 是 通过 指数 变换 来 解 的 . 但 此 法 在 正 整数 集 上 行 不 通 ,其 
原因 是 ，e* 不 是 正 整数 

ФФ fl = окон) ,由 结论 可 得 ， 

设 在 自然 数 集 N 上 定义 .对 任何 m,n € N ,都 有 


em) = ктк). 


H gn D > кб). кл) = нф g = BED шуо), 


能 力 训练 3 


L $y = чат—1,ИЙ—2< у<0,яла = 1+ y, BEI cosir 
1y + DF 2 一 一 多 一 2y 二 2. 故 所 给 函数 不 等 式 的 解 为 
-2:+2, 


+ AL > 


-2<:<0 
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ERRA =— г 2020—26 < 0) 是 函数 不 等 式 的 解 


2 4 于 二 , 则 了 一 14. 代入 所 给 函数 不 等 式 ,得 f > [ш 地 一 D ,所 以 Fr) > 


1-2, 
Heep 


3. HERBE. R f(z) = ar + brah € В.М 
FUDD = af (+b © atar ЖЮ tbm az + (a Db 


14€ Ria 102 T 86880 


меко Фа = (a + Db >— 3.8 


等 式 的 解 为 /(7) =— rtbb E RR /(1) = r+, 


АНИК i Со = a € RM 

ДУС} = Pe = Gy = a 22, 
ИПИНИ ОВИ f = r. € (o0, — YE) U VE, +o, 
Бо = ar +h (a у 0а ALEON) = Л” CDR 


Г” са) = ИУС) = atar +0) +b = ar + ta + DD. 
Г” сө = АИО] = alat r+ Ма + 01+0 = ar ba" +a +1). 


Же, Го) = ar +(e? Hat + +a + D = s Сат, 
HMR, aly + LZ > 1024r+ 1023 对 x € RBA. W 
a" = 1024 n: 
所 以 = 20218 20< 3. 
所 以 f) = 2r ЫЬ > 1) Ж fU) =— 2x t btb <a 3). 
6. MABEN PCz)(Y PUD 20.r € R.4 
af +h? (2) = sinr + ро. 四 

上 述 不 等 式 中 用 十 Ка. 

(ущ) ло sal + (1). o 


由 加 ,加 组 成 方程 组 ,消去 (TL). 


ко [онова карс во (E) | мра отек. 
ъс! ыб [о | Wi |=] 
多 = a 
- im و - ا‎ EDE 
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一 加 ly-zl= 
所 以 f(r) =o, Лә HERK. 
а! 
RANEKE 
ес] + fige со] + fp саз] > sina, 


б 


Ф 
Де] + Др» Со) + Лез D] = pen, D 

这 里 V pC) 2 sinr, 

把 此 式 中 的 了 依次 换 成 p(z),gea (x) ,gm Са) 8. 


Деу баз] + Те» сз] + fU) = piga]. ° 
Де» Чэ] + FD + Гу» Со] = plp Go), Ф 
ID + у" anl + flgo G) = Ме» D] Ф 
Фъа+Ф-2хФ.8 
sa = [ә ) + EH) -o]v загона яо ж, 
Ж р 一 анана ЛЕ) IFG) = su т-ти 
1 EE EPEE T 
fn = (а Fain tanli e) eo, 41. 
9. 因为 (0 = 2n HIE D ҖФ n = 1,2,3. RR 
RD >3, 
ROD 22600 +0 = SX 2+1, 
KO) = OD +I 2° ‹(3х2+1›ж1>3х +2+1, 
BA) D 2403) +1 = 25 (3X2+2+1)+123X2 42 +2 F1, 
яз PIX 
saxy ка 
T 
-(+) 1 
EP 
z 
axa + 
= 3x2r'+2 ,一 
POETAREN ° 
现 用 数学 归纳 法 证 明 此 结论 是 正确 的 . 
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显然 以 
假设 


IRA ORMAR SA, 
НОТ. Мул +1, 

glk + DD) > СЫ gk) +1 > 2(2 
коней ш © RRL. 
10. 由 已 知 条 件 . 易 知 f(x) > о. D ишу. 


D+1=2 1, 


> چچچ‎ “< 
FZ J Tp >D. 


тайыз. 


з 
то 12 уат 


иши з. 


[二 
于 是 ,所 给 函数 不 等 式 的 解 为 


了 
其 中 жо) ЖИЙ KCD = 3.0) > gn + DO € N) 的 任 一 函数 . 
п. WEL ASER ко) уко) > D. $ 
af OD о рн 0 = gn, 
fin) _ fint 


把 这 上 面 (n 一 2) 个 式 子 相 加 ,得 


_ fe _ SŠ до 
тө = 22 Pen: 


yen = 2р0 ноў Ep: 


故 所 给 函数 不 等 式 的 解 是 /tm) = 2n 


其 中 任意 函数 gm) BRR кою) > 1. 
解法 2 两 边 同 除 mn 一 .得 


a-o pren. 
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f faid, 1 


Ds 


m_i fat 


MASAE aM СУ коо > D.p яо) = f a e) „ LPL 2, 所 给 不 等 式 通 解 为 


fn = 1+ (n= Dao 

HEBA коо 满足 C2) 

12. 由 不 等 式 (0 ,得 
firt = FO > FOCI -1]+1— узу). 


2g > gn + Dn € NnS 


当 y 0 时 ,化 为 

=з = [чэ > nr 二 Ko OO оу), 

У y0 0y 
邻 y 一 0, 得 
fu > NDS O= f(z. 

мусом. 

tup...‏ = ایر < ی 
yo.‏ 


fn < AOF O= Peor, 
М fO) = ус x, 


LESO = е еу m xe, 


ека] 


h FOO = 1 可 得 c= 0, 所 以 fir) = r+ 1. 

检验 ， 当 /(z)》 = г. 容易 验证 /(z+ y) = FDIC) = услу) +1, 

13, 着 存在 出 足 系 件 的 丙 数 /, 则 对 任意 y > 0, 存 在 ,使 得 0 一 了 < у, /су) (уу 二 
S.M /为 正 实 数 集 到 正 实数 集 的 函数 - 


1 
我 们 令 = 1+ HE HER у> 


пеат Вр е) = ze +e +e 


取 = 1, 就 有 


ION > DADE а) = 4. Ф 


下 面倒 = = + D RONEN: HEE y > <。 , 均 有 


ft 


事实 上 , 当 = 0 时 ,由 О 可知 命题 成 立 , 现 设 命题 对 "~ FHL BE n = +1 的 情形 ,对 任意 
esr = ой 


f > G= WDF GD > (asa ас 


= لیے 2 د لیے‎ x 
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所 以 命 帧 对 上 十 上 成立. 从 而 对 任意 nE N' RE y > =, fO) > 2. 
注意 到 ,对 任 章 mE N , 均 有 = LI> <., 故 0 > 2 对 任意 正 整 数 "成 立 ,这 是 一 个 巴 盾 . 
所 以 不 存在 答 合 要 求 的 函数 f 
14. (用 反 证 法 ) венн лона 中 式 ,得 
[fay у {от + DD at Dy = fy 
Р A ا‎ 
所 以 F fr »> те; © 
由 O жш, ус) 是 减 函数 
首先 ,我 们 证 明 ， 对 任意 正 实数 *, 都 有 CD - f+ > + 
事实 上 ,对 于 之 0. 存 在 一 个 正 系数 "使 得 nf (z) > 
ЖАЧА 0.1 "一 1 时 ,利用 四 式 和 四 式 ,得 


9 


所 以 品 [r(z+ #)- (s+ 1) a ne = Tamra a+ > 4 
对 于 菜 个 正 实数 L.G TES mR m > 21(r,), 于 是 


J fort = Уг, +D— fs +i+ DJ] 


>т. > feo. 


所 以 rc +m) SO. Fñ. 
于 是 命题 得 证 
эт 。 这 里 利用 了 裂 项 来 和 的 方法 ,同时 ,充分 利用 了 不 等 式 的 估计 . ИК н Ж. 


аб. 当 > увс fo) а: f(A ER 


Фу P'O) > afan. 


时 ,rt 一 Jo) > ar F(Z) RR 
اا عا‎ > (s). 
Fy e ref fU) < afl). R FG > af (DRL f (4) = 


[єч = е ое Со) 
щш e" fO = с Со = e= «e > 0. 
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ат ПКТ А So- f ас f(2) 
fen fo) Satr y (522). 


KEND 是 一 个 已 知 函 数 , 则 完全 类 似 地 可 得 FO = йз). 进 面 求 得 其 解 为 fO =. 
кош. 


ПРЕТОРА 


pa + y) р + Су) = gry). B 00) = feo) — 


y) PD 2 убу) + слу),‏ + ام 
由 于 FD 是 连续 琢 数 ,所 以 当 y > 0 时 ，‏ 


r+ en) фу) урчу), 
У Ый: 


两 边 取 极 限 ,得 
nn 
АРЕСТИ 
Му<ов, 
rtp- ea ec 
> "+ 
类 似 可 得 


gD < ¢0) + g(r, 


i оз = уш кулун = e+ gor + fr, 


туш) = ford осире =o, 


аа = + go) + Pye, 
т. анта. 
1یچ‎ 


PAD = [ar + ORR ө + #@ Н). € N. 可 证 明 /tm) 合 于 条 
HB fi Ne NE л = Саа = S) = 2. 


fn + D = [т + De +g] = [on +A +e] > Con + 8+11 = fo +1 > fon, 


FCF) = [slm + 8] + 8] = [m + В) + [£a + @] + 1 
= fon) + [on + g) +A). د‎ 

显然 ,n+ 不 是 整数 ,于 是 有 
Hn + 8 Ват В n+ fF +Ë 
Aon +g] + F> #оя +8—1› +5 


++ = +1. 
"+Ë >". 
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L: ТЯ + f1 + 8] 
MOORE FUND = FD +m. 
Ж Jn ~ [an 十 时 请 足 所 有 的 条 件 - 


E RM JOD 不 是 只 一 的 ,有 多 种 构造 形式 ,如 ою = [EHn 


SM = 2,60) = 
n+ maxli < n, С < n) 可 验证 满足 题目 中 所 给 的 条 件 . 
т. (D AF fio > LR q DAD „о, оиу For >0 


ә 


MF = E > o. FD = 100 о, +o) канай. 


(Ude nsn € (O, оо 0 < т, < n + n. FCD = E 在 (0, ос) БНН 


W Fr) < Fn а) ED < С) for + sf) Са + n) Ф 
СТОЛ ° 


DEOM: On + л/с) + fo] < G + тә) + xD n + > 0, 
因此 f(r) + fO) < fen Har), 


(HO ERI MFz cz € 0,6 


SRO <n <a +e +e жа. FD = О go, o) 


НИН И Рд) < Fon + xı + +), ED < © э. 


БЕТ: 

ИШ (ажа tetr fa) > nf tantuta, 

йт (tn е) > азба) + n ++), 
(ажа же OSD > xafa + Же tas 


以 上 二 个 不 等 式 相 加 得 
(ntn жее + л/с) + fOr) ++ + (l> nt 


йл +++, >o 


ол) + fr) tes + JG) > fn + n + = + ao. 

证 法 2 数学 归纳 法 

CD Bn = 2 时 ,由 ( 有) 知 ,不 等 式 成 立 ; 

(D BIR n = hn > D 时 ,不 等 式 FOr) + fOr) + + Fz) > fon Жау ++) ЩЧ. 
即 з + fU) О > fe + лу + + x BSL 

Mf n = BHR, fn) 4 fz + fn) H fn) > fOr ¥ xa + =+ n) t лы). 
СПО RIE, Са Hae + Hn) + fO) > И ++ лу) + mase 

fon +з Жее a + fOr > fOr +з Же + xy Fass 

困 此 不 等 式 fir) + fOr) ++ (r) > fU + + ore + x, AHER n > 2 ARBONNE. 
19. + FCD = ach REC 知 


afta+1) =1, 
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яш fern =k, 


x la+Df[re+D 


所 以 
由 于 是 严格 道 增 的 .所 以 有 


15 


н а 
вае Ê1 <u < fa +D = стя 
KAJO =a 


эин CD ~ o EB RIE иаша r=. 
?г 


20. човна) 得 


LD > a+ E =, 
в HEN. > a+ LD 
ЖИШШ. 24 r e ой}, fOr) -> 0, 由 上 式 可 得 
fo. {оо > AHD AOA. 
гом, ODN 
LD < a+ E =, 
类 似 上 面 的 做 法 .可 得 
f(0 ° f(0) А+ Од. 
图 此 .Jo учо) = Q+ Dfe) а, 
TIM fO) = 1, fu = À. 
21. 车 存在 满 是 条 件 的 函数 /(z), 则 /(z) 是 -个 霜 增 丙 数 ,并 且 对 任意 M 二 0, 存在 re R ,使 得 
flr) > M( 这 个 性 质 只 需 国定 r, 令 y 一 ~ WTR. 
MEN r> у> 0, 在 条 件 式 中 .用工 代 十 y,y 代 +, 可 得 fr) 2 усу) + (z у) fU fey)), Bp 


ZG) S INE FD > sr ERR. = fo. 00) > fyllt 


1- DION у > O. fO) < y 十 1. 这 表明 对 任 音 yE RA SO) < y+ 1. FELH 
у> firt) > AD + УУС еу € В. ЖФ х.ф у р сарад ИУС] < 1 

PHH FREE M> OHE т. JCD >M RITARA УВОЗ ЕСШ |c |. 
使 得 对 任意 mE N ,都 有 fe > c.. 于 是 ,由 f(z) 为 递增 函数 ,可 得 
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12 Tre 
这 与 fc 上 的 构成 矛盾 ,所 以 ,命题 成 立 ， 
22. 若 满足 题 设 的 映射 了 存在 , 则 对 于 任 章 的 正 实数 r,y, 有 
Saty- fGr) > fn 2 0. 
KE SOD 在 R 上 是 单调 递增 的 ,所 以 FLz) 不 能 钮 为 0, 因此 存在 正 实数 a, 使 得 fa) Z 0. 
又 对 于 任意 的 y> 0. /Са+ y) > f(a) + yf’ (a). Ф 
因为 im (Go) + yf (a) =+ ==. D Эш lim {CD =+ o ETRE a > 0, 使 得 Fa) > 0, 
MR FEB r > ati fU) > f(a) >0. 


对 于 任意 实数 >, 令 y = 天" 由 四 得 


> с) > em. 


所 以 u, 2 Dus АИЯ 
й—Жй.и n>0. 


O3 жт, 
23. 假设 存在 函数 /对 所 有 的 +.y > ORE fr + у) > f(D VITIT. Ф 
易 知 对 所 有 的 r. > 0, 有 
f+ > fo, 
即 了 是 上 的 严格 递增 函数 . 
r= 1, 代 人 式 四 得 


“D VIFT. ° 


fO+D > 
因为 /(1) о.м 四 BERI E 8 X. 
所 以 S EERW. 


因此 存在 +， > O REY fz) > 6. 
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下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ,对 所 有 的 me N./(z + Ў 本) sx >=. 
"= 1 时 ,由 式 四 有 


Пе) со усә оха, 


假设 当 n = mm 时 结论 成 立 . 即 


a= m+ ЕИ 


(+ 


因此 当 = м1. 
所 以 Fas +1 


的 函数 у жу. 
24. (1) 由 所 给 条 件 吻 知 ,/ Жоо. + =) 
(2) R ray € 有 一 《0, 十 co)vz 一 7), 则 


о D а) еоди лс + FEE RRM KR 


ЕТ 


2л GD + ауа) = туса) журу. 
m 2а/су) < xf (e + fC, Ф 
A BIAD < f(y) + yf, ° 
因此 ЗРО + f(z) < к/з) + уусу. 
从 而 G-A- fy) 20, 


这 说 明 /(z) жанат. 
(D h Ф.Ф р fC 连续 + 


W т DD TEFEN < усу) — уст) < 


fn. 


a f п sD 之 间 , 利 用 /的 连续 性 .及 (z) LD s€ (о, Leo BE, 


有 tr) = С.С > о. 
容易 验证 ,这 种 函数 也 一 定 满足 所 给 的 函数 不 等 式 . 
因此 ,所 求 的 函数 的 一 般 形式 为 
fe = Cr (C> 0 ERD 
28. Ra = 2.8 faz) < fn) + fas 


Ant 一 fr S Sad]. ® 
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жй уа) =1, 
Me > 188.0 式 两 边 同 除 z: 一 1. 得 


m < оз. 16 


жа, 
nf Cn < уса). Ф 
当 < 1 时 ,外 式 两 边 同 除 x; 一 1, 得 


Ono fy fO) fr) = fab 


ту nT 
Фа 1,8 afad faofa Ф 
由 团团 ,得 afad = fafa 

Ш Стус) А ау) = Оох, MUL fr) = 2k УС) = m. 


能 力 训练 4 
E 


2 шаш здало = o Mamea ARER f(|- |) feet =a + 


的 大 小 即 可 ,而 必 а +) ++ 


a+. B 


ajo aj 


RAD EO, +o ERMAR /(—)> уш 


KA 
4D е ОЯТ, О.) 为 奇 函数 ,又 
Жою а змат. 
fO 20) <— fy- mf — 2 < f — 2 — 
Фу,й‹>уйгс+у<?. 
ISIS, 


ш 


вж D. 

.第 一 .题目 的 条 件 有 3 t. 

(D FD 是 定义 在 (0, +o) EMEA FEK. 与 此 相关 ,有 两 个 数学 概念 需要 明确 ,一 个 是 非 负 
AEO > 0) ,一 个 是 可 导 琴 数 ( 厂 (z) 存在 ). 

D RFR xf U) + FO < 0. 对 其 数学 含义 可 以 作 多 角度 的 理解 ,如 

O sftn + FD Sof (r) =— С <o, усл) RRR. 


D ADT = f(D + f SSF) = rfo EMER. 
у FERO < a <b. 
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第 二 ,是 目的 结论 是 《个 选项 之 一 ,其 性 质 都 是 一 个 不 等 式 ,涉及 fa, fM, afta). ofo, 
af, bf (a) 等 的 比较 大 小 
第 三 ,条 件 与 结论 的 基本 联系 ,应 是 从 不 等 式 到 不 等 式 的 "条 件 不 等 式 证 明 ". 
这 样 ,审题 的 三 件 事 部 做 ,再 作 思路 探 末 时 .至少 可 从 上 述 对 (1) + [с т) 三 0 的 理解 得 出 两 个 
- 般 性 的 解法 ,作为 选择 镍 的 特殊 解法 暂 不 讨论 ) 


ТОЗ одус во. +) 上 的 不 增 函数 ,对 1 < 


解法 1 dif (N+ оу 


а< йо < SO < уса). 
相 乘 ,得 0 < af (月 < bre, 8 С. 
ME WARED = JO. 


ка 
MAN FCD = rfO 是 (0, + с) 上 的 不 增 丽 数 , 对 0 一 a 一 有 
э < af (a) 


LADY SaO, 


AAA. iki 
а/ч) < BFD) < af (a) < bf Ca). & C. 
$ B Ие оС) 2 oik FC ELO. + =) Ей. 
M Fa > 0, э > 0. 2а+5;>0.Ш 

уш + < [сезш th 


azo, 

所 纵 平 面 区 域 即 1 > o, 
2 

MIA} хахаа ав 


P E [ADR] = кс Соок CD < 0.@ Соко E R EMM FRE Шча < 
зн. 
SORD < firt) < ruayta), 

ас. 

sn 9. C 
ÍR € P. r > faH т, > У) Є Q kam PC QAH Е 
э € Q.W x > FOF, 下面 用 反 证 法 证 明 w > fO). 

Юй у. ЛОН FER y= OD 是 严格 递增 的 , 则 有 СУ < AL] w ,但 这 与 所 设 
э» S fo FA! 

可 见 只 有 у, > у ,这 表明 mm € P.D X О 

由 PS Q, 且 QS P.M P = Qan 

RA 要 判断 集合 PIREO 之 间 的 关系 ,必须 几 集 合 的 定义 进行 证 明 . 本 题 求解 的 关键 是 由 
ЕО WB y > OO .然后 用 反 证 法 .分 类 讨论 等 数学 思想 方法 进行 求解 


P. 
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注意 到 本 是 是 一 个 选择 题 .因此 也 可 利用 求解 选择 是 的 特殊 化 技巧 ,排除 错误 的 选择 支 . 
解 ” 取 特殊 函数 , 令 JOD ~ 27. 则 人 [1(z)] = Ar. RFA x > С) BRR P t > УСО] 的 
解 集 Q 相 等 ,于 是 一 QQ. 排除 A.C.D.8 B. 


п. Ф.® 
I lli SAY исз <O FCD 在 虽 上 单 局 下 降 . 所 给 不 等 式 化 为 
|129 (<o. 
ларо. $ fern <o. 
n >L a (<o. 
лаж > fon. rer < уз), 
>k iti 
所 以 { ж [taw 
ser # |> 
ticae 
13. 00 


14. 由 O Q /(7) 的 定义 域 是 [一 4, 4], 由 O а o ERAR. D.O О) = O, D MR 
数 的 图 像 过 点 (一 1， 0) .由 DD 知 函数 的 图 像 过 点 (1 0. 

从 以 上 可 得 知 当 z € [一 4, D U (O. D Bf. f(r) > O, 

щт 1.0,1 时 ,xz) = Or 

Mr € (1.0 U «1. 4). С 

ти JCD <O MRA |4 < SIR ORIS 0). 

is, (<:+@)< /(%)< ($) 

在 fl 十 让 十 A 一 了) = f(D h.# r 

ЖШ FOI +) + FOI — r) = 0, f+ 

M flr +2) = far). 

由 此 可 知 ,f(r) 是 以 2 为 周期 的 奇 函 数 . 


ma- s$) $-a) (- 


уа) = o. 
да-а = fa, 


№) (Z). ($= (+). 
из ожо. о шая ,яо<-1< t< 


т 
ши (2) 


<1, 


(<k er 2)<- /(9)< ($). 
16. (一 2,0) h A+) = f(2 一 z). 知 fO) 图 象 关 于 工 一 2 对称 ,结合 f(z) 在 [2, + oo) F 
单调 递增 .可知 /ст) 在 (一 一， 2] 上 单调 递减 . 义 


1-2 < 1.1+2r— ا‎ 


= < 2, 
所 以 fa 279 SUHI- 
-zt >1+2r- Z. 
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即 到 十 2r 一 0. 解 得 一 2 一 了 一 0 
17. 对 Yr > 0, 南 题 设 有 

JU S FYE) > fF) 2 == > f, 
因为 fO) ECO. +) 上 连续 , 故 


ep > impt) = уа. 


ГЕ 
18. (D 因为 Со PERAR. 
Фо = и, fO) = о 


所 以 


Р iuto отба) 
wu E в IFF D 


Qum va MOD = 


[1 mlm 


且 易 证 不 可 能 存在 六 使 | 广 (r) |= 1 
Со <, 
кй о) 的 定义 二 为 (一 1, D. 
(D 为 证 P'O Н 1 < ros дел ла ER С) н) = f r дю 
а = ОД А) _ ام‎ = 广 (ar) 


Етар 
因为 | 广 (z) 11. 
REMI [FTF >0. 


1—[/'‹а›у 
[ЕУ 


па Аю >o, 
于 是 只 需 证 对 一 切 满 足 0-< Ar < b= a H arti f (Az) > 0. 
利用 反 证 法 如 下 ， 
假设 广 (Ar) < 0, 易 证 对 一 切 正 整数 和 有 AD < 0. 
ЕТЕ 1 时 ,命题 成 立 . 
CD 设 дг) о, 

УОТА Dar] = f Rar + ar) 


= (+ مھ‎ 
TIFF ADF Az 


<o. 
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MODOD 知 ло < 0384 k € N° йй. 

这 与 已 知 中 三 !() жа. b) ЕХ+О ЖШ. 

ВО Ar 一 4 一 ea 时 , 广 (ar > 0. 

ЖШ дз > fto, 

WW CD 是 增 函数 

19. $ FCD = fer) + x. РОО) = 1. iË и Ë /сх) = 0 的 最 小 根 , 则 Ju) = 0, Есш) 

H u < ORF w = 0, 由 (1) 及 F(0) > w zz FO) 得 出 : 存在 =E Си. 0], 合 得 F(z) = w = 0, 
mom, 


O = fH = ff Cu) + uf (2) +] 
асе +2] = Пас] = уо) 
Яй. u > 0. 对 于 任意 实数 ,由 (5) 有 
0 = fa) fo = afd + af Ga) + za] = fufa + зм]. 
IL uf CD + ne 是 方程 7(7) = O RR. 
因为 上 是 fC = 0 的 最 小 根 . 所 以 


ufi) + nu >u. 


从 而 fdt 

" з рі 

所 以 /с— 2007) > 2008, 又 fC 2007) < 2008 ,所 以 f(— 2007) = 2008, 
20. җай 


АЖ ко) = O. BEL CD + U) = к) < © + (RCD ЖАО М gC 也 具有 性 质 (9)。 


2 


1 cl) > D 
r= (0 е р), > 00 rx 


EEE TETN 


т 
下 证 具有 性 质 (1) ~ (3) 的 每 个 函数 /Cr). 有 f(x) < 27, 从 而 所 求 的 最 小 数 。 为 2. 
用 反 证 法 . 设 有 z, € [90,1] 使 得 fxn) > 2z,, 由 性 质 (3), 取 一» 一 0, 则 2/(0) < f(0), 因 此 
100) < о. 但 册 性质 (1) ,ft0) > 0, 故 FCO = 0, 所 以 z, > 0. 由 性 质 (3) 易 知 ЖИЙ НН. 


WR = у= 二 ,由 性 质 (3) 得 到 27 < SOD .所 以 ,z < УО) RBE r < 
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因此 对 任何 正 整数 有 x, 一 
2. 在 条 件 (1) PAn 


FD Fo) вро +1, 

юш f(D = [fo +3) —8. 

FRALO +3+ ОЈО +3— f(0] =в=4х2. 

由 于 AO 43+ FCD 与 KKo) +3— fO) врв 20) .所 以 
оз +з+ а) =a, 
fey+3-/0) =2. 

Hk f(0) =0. fO) = 1. 

由 条件 (1) 得 

Ean t D + Он (yaza D= Sm] = ву) + 1. 
тй Snt D = ую = dM 


fan + 1) + fn) 一 ال‎ 


消去 Онъ, 


зая + d= Уол, 


M 2f (2n) + dî — 1 = ву). 
bit d > 3, 则 
2df (2n) + dt — | > 6/(20) >> GFN. Ж. 
#4 一 2 或 3, 则 67(n) +1 DW 2 RI BRF. 
“ad= 
二 是 对 所 有 非 负 整数 ". 有 
fem = Зун). 
Pnt D = ут + 1 = 3f + 1. 
BIMBA SA+ D = fa + 1> ую, 
车 为 奇数 ,因为 FCD > FORE n < ESE FD > fin D 


saro =at ( > 3], (+1 [< зд(® 


1)+1= fn 
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故 让 是 严格 递增 的 函数 . 
Jam = 36941 
= 30376312 +1]+1 
= KaD + 1+1 +1 
= 27105) +13 
= ABD ++ 
= sa + 0+0 
= мааа +1] +121 
FAB) = 3/664› = FGD = 3f) 


2187 > 2008. 

综 上 所 述 ,共有 128 个 人 满足 在 / 的 值 起 中 小 于 2008. 

22. (D 任 取 正 整数 a. 只 有 有 限 个 d, 使 得 /ta + а < f(a), 这 是 因为 f(a 十 dd) 是 不 同 的 正 整数 . 
于 是 存在 n ВЯРА ИО АСА 产品 . 均 有 f(a) > уа). 

ДИЕ ЖЗ fa н). fla + 2n), f(a + An) + fla + п). =. 

假设 不 存 从 三 个 构成 等 其 数列 的 正 整数 满足 结论 , 则 如 上 的 序列 一 定 是 严格 进 尖 序列 , 因为 如 果 
fla + 2n) > flat O RAR SEEN = ERR a. a + 2n, a + 2n RE 

ч) < fla +n) < fa + n 

所 以 存在 均 大 于 уса) Нат "кй НО СУМЕН ОЕ Са) 和 уса +) 之 间 只 能 有 有 限 个 正 
整数 ,矛盾 . 

因此 存在 正 整数 a、a 十 d、a 十 2d (d 0) ,使 得 fla) < f(a + d) < flu + 2d). 

(2) 考虑 排列 f: 1. 2,4. 3. 8.7, 6. 5, 16, 15, 14. 13.12, 11. 10, 9, 32. 
第 2 十 1 项 是 2 第 2 +2. TAPAE 一 1，…，2 十 1. 

下 出 证 明 ,对 于 排列 /有 

fla + 2001d) > fta + 20024) i f(a + 20024) > fta + 20034). 

假设 上 面 的 结论 不 威 立 , 则 fa +20014), f(a + 20024). fla + 20034) 严格 明 增 .于 是 这 三 个 数 应 
在 /了 的 排列 中 的 三 个 不 同 的 中 碱 子 列 中 ,其 中 遗 减 子 列 是 从 形 如 2" 到 2 十 1 的 2 项 组 成 的 , ИЖ a + 
20024 所 在 的 单调 还 减 的 子 列 的 长 度 至 少 为 "十 20024 > Jood. 


其 中 对 于 


于 是 te 十 2003d) — (a + 20014) > l001d( 这 是 因为 e+ 20014 Ma + 20034 FEEL a + 20024 
的 递 碱 的 于 列 中 ), 即 2d > 1001d. d > 0 FR. 

所 以 不 一 定 存在 满足 条 件 的 正 整 数 - 

23. 必要 性 的 证 明 是 显然 的 .下面 我 们 来 证 明 友 分 性 - 

首先 , 依 题 意 , 有 


Fa) = 1 flad. ра = 2 f(a. 
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X Ка = 2f) 一 * fe). 

故 只 需 证 明 , 当 ， 不 为 :的 于 次 时 .有 f(a) = nf (a) 即 可 

下 面 数学 归 续 法 证 明 : 对 任何 一 2 + С D.B f(a) = nf. 

Afla = уа = fia + a) 

> [шз + уш) = fea' 
> fa) + fe) + fe = а/ш), 

则 中 间 的 不 等 号 均 应 取 等 号 

юй {сэ = {чэ + уса) = 37(a)。 

AMS = I. OER. 

мес mH SERT. MRE < m, 均 有 fa 

Mee m+1 时 ， 


a+ f(a) 


кюу). 


туш) = ра 
= ram ав" 


> fer) + уш") 


= уш'н + рат" 
= far a) + уш"), 
аа 


као a 


1жас 
ЖИ." fa) = f(a) 


> /‹ 


> fa" -1›+ feat +h уса 


ант Юа) 


= DAO + (+b fe + 07 — RD f(a) 
Gm HIR 


бла 
= fa) 
骆 上 式 中 所 有 不 等 号 均 取 等 号 , 则 有 
Sa ¿art = уш" + feae 
= от +1+D fa 
= (2 + fa, 
fa +ю = (2 + D fe. 
即 当 4 mm 十 1 时 ,命题 亦 成 立 
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综 上 所 述 ,对 于 任意 € N, 均 有 f(a") = nf (a) ШИНЕ. 
24. ARRO 的 上 界 . 鉴于 了 的 单调 性 ,只 沽 考查 !7(2: )} 的 上 界 . 根据 条 件 (1) 和 (2), 对 于 
кєз 


a< (1+ Jen <<. 


tra ако) (ж) (1+ 


通过 对 前 几 个 j BHR TDI A < 5, ¢ = 1, 2, e 
为 了 证 明 这 一 再 想 , 可 采用 加 强 命题 的 归纳 法 . 通过 对 定义 式 的 观察 分 析 , 可 将 命题 加 强 为 < 


“ж 


2 ,所 加 强 的 命题 显然 成 立 . 


аак 


FEU. E iE HEI ¢ € м. 
对 任何 了 € S 和 任何 € N* ,存在 正 整数 4 使 得 < 2*1. Ит 
fo < AR < 2a < 10. 
为 了 证 明 是 目 所 求 的 最 小 正 整 数 M ~ 10 жана i E REHA Jwana uu 
иктэ. 
注意 到 A, > 9. 我 们 定义 一 个 函数 f: N+ 一 及 如 下 : 
Баз = 2. о =. 


HT < n< Pake 10.1. 


=D. 


HEGER BIL Се = D > fe. BS Riz fo (n) > r fs (2n. kk € М.Е? < n < 


ВЕНЕ FR = д = (1+ у )x A 


> 


тю. 


йй /. @ n = 2° ВКТ, 020) = 2, > 9. 因 此 题目 所 求 的 最 小 正 整 数 M = 10. 
25. 首先 证 明 : 对 于 任意 的 ne N 和 所 有 有 理 数 + > 1, 有 
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afa) — (n— De & fur) < afr) + en De ® 
= 1 时 ,结论 显然 成 立 

‚йл 二 时 结论 成 立 

当下 十 1 时 ,由 条 件 可 知 对 所 有 r, yE QH 


Жою + {Суу е fur) < fU + fO +e. 


жу 


kr. MA 
FDH [шз е JIC + Dr] < JUD + für) +e, 

由 归纳 假设 ,有 

уш) + f(z =e 
> ID е =e 
= AHDS) he, 

Fk + ус +e 
Ыс Det усу +e 
< EH DACE) А. 


所 以 当 n = k+ 1 时 绩 论 也 成 立 . 
因此 式 四 对 于 所 有 nn € N 和 所 有 有 理 数 >> 1 成 立 . 
在 式 四 中 邻 z 一 1, 有 


MD- De < f < nf (D+ (n= De Ф 
ERO Pika 一 "фт. n € N. т> nf 
nf ($ )= (n= De < fom < nf (6) n De. 
于 是 可 得 
fom = a= De nf (2< fm + be 
AROM 


WD imt nDe (E)E mf CD + tm De 


两 边 同 时 除 以 н. = 


59р 


(1+2) 


设 9 一 /4D), 即 知 原 不 等 式 成 立 . 
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能 力 训练 5 
L AROLE yB fo) EO. +>) БЕВ. 
ID < FD. усе) — f(y» < 0. Ф 
ЙО к< y < О < лу СТА JOD + fO) = Лау) < f(D <0. 
WM fon fO) < o. ° 


# Ф.@ f= fu >о, ГУС + усо] > о, Ей ҖЕ. Гус? СУСТ <<0, 即 
лею >l fo l. 

2 BIR х € R. Л) >л. 

nikun. Уо) Ë R EBWANA < FCD ADJE JF] WM ff] < x 

шн У) < x. 

Җ оа) > zo f LI> fC) > x. ПУ) < z FM. 

MER сє R. fU) < z. 

э. посменно. 

аЬ a < ,将 [a b)n 等 分 , 设 分 点 为 十， 一 0,1,2, =, nol 


1/‹ю— f | =| DUD fied] 


< Ў rao fo |< 


= >l“ 
4. GEMME. 
йг. ERUM з D> non tr >n. 
就 有 LE > tn +t) >n f Жл), 
n > Et tf > fn +з), 
шетт. I 


Cn tA) + f 


> (xı tr) fOr +e, 
B fOr) + fen) > flr + z), 

《因为 r. + z, > 0, 故 不 等 式 两 边 约 去 z, + r: 不 等 式 不 变 向 . ) 

5. FERRE r. ,由 条 件 (1D。 


fm ж, уз) >2. 
HMRI лоо. 二 reo 再 相 各 得 
fO + f) & feo e fu, 
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тй 得 
fn жаз S f+ fen) S FG) fo), 
用 于 有 条 件 (1), 可 对 上 式 取 对 数 , 得 
ЖИС + x) S laf) + ЛС). 
6. $ OD — 2 = н И gD = fm +2 КА DW: 4F+ D +2)— Cf +2] < 2, 
所 以 fat D < ro. 


жй fnt o< Êrem < (Ê) лар < < эго. 


Menin 


06002-2), =з. 


) 
= з 
Шо в (2: 


同 理由 四 得 


лао блю > (унн 


Wet D2> (Фасо. 


所 以 ktn 十 D) > 2 二 (二 ) .于 是 


2+ (}) < etd а (Joe n. 
说 明 ”对 于 有 些 遵 推 函 数 不 等 式 ,可 以 先 由 题 设 递 推 式 推出 与 所 证 不 等 式 相关 的 递 推 关系 ,然后 由 
此 关系 式 进一步 推 证 ,最 后 证 得 敏 证 的 不 等 式 - 


уау - n a2 Lt f gin +1 
T (D WMA > OR OD = OD = i. gC = gD = 2, LED „у бою, aD s 


+ ر‎ fO 
э? МИ fe > 0, ө >0. ا‎ - 20-а 


AED a LD ye а д 
fon fO Ў 


Ия. >i HD ap 


aD „к, _ 


жоў RD 
Š atO „ fent D ¢ g+ D д 
x жоу 2 fe ЄМ 2 ` 


On DD gm 
D та у > E. 


gat- fint к\я) 一 Fa 
fr Сл 
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>02, 


n кот+1› 
ft D> FD 
ME gn + D > 2f + D > fn DAA gat D fiat > 0, 
mgm дю И 
Кантта S Jat D рт" 
ал p DSD ， жю 
四 此 A MEE MM CEI CEI 


‚ 


4 pN 
š 


<1 


又 因为 > 上 所 以 
EDAD p DLD y.y вю Ую Я 
KODIDA rnt стау чке 
ят ттан уо) 
ED <a єз. 920). 
юрт. УрО, m 


Уот. = 1= Cs: 


fO. 
则 有 /人 m < Соне NO. 这 种 等 比 型 函数 不 等 式 问题 已 多 次 在 高 考 中 出 现 过 
fms n+ D Си). W уот + 


切 正 整数 "与 m, fA, m= =C 


8. WAS 
эк. 
假设 ptm +1, л) Ж рот, n+ D RE. M fem +1, я) < Cs. 
wı CSL, 一 Сы. ФВ POm +1. n+ D 成立 ,由 


Lent D < /от+1, я) + fm, nt D < С>. 


теа 
9. 当 f 全 2 时 ,有 
-sn peii 


1- /n= 
= zos ЕЈ 


r= + 


Exi 
f02 = sin( $ x } 


8 


19 = а $ ° 2] 
由 此 狂想 地 + = с < fir+ < 1. 
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下 面 用 数学 归纳 法 证 明 О 式 成 立 - 
事实 上 , 当 上 一 1 时 ,显然 成 立 。 


Bü: kt > DHEER < (O< HDL 
则 л =т/Ю< 要 /+D < <È 


а sind < nF ]< saf $a + D]< sn z, 


即 < FE+D < fH <1. 


£. 


йй 到 <ra+Db<re+a< 


即 工 一 十 1 时 ,使 古 成 立 , 故 当 € N ашаа. 


амазон. < лао <1. RÊ, ЧЛ D) < 


于 是 0 < cos tD о BE < cos $ = 1. жос ze ЕЛЕС] <1, 


377 4 


мела < sin EN] gq o < Lz [=D < в wa sin LZ AD] 
$U- fe- 


因此 1-60 < 1-а 01622. 


10, gD = fO) 


a(n < W 


Haan o 


FAE A, < 0. 因 为 FCD 有 界 , 故 存在 常数 M ,使 得 gCm) < M. I n > 100000 


,我 人 有 


оа 
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用 此 可 以 得 到 ,对 任意 的 正 整数 mm 有 


于 是 有 Cn) =< 0. n = 100000. 


将 其 代 人 四 ,得 
яо < 0, n > 100000, 
再 次 利用 四 ,可 以 得 : ШЖ» > N+ 1 时 ко) < OM Ао < O. KL: 


EM <O. п = 1, 2, 3, +. 


П гю аааз 


1， 显 然 了 为 了 上 的 单调 增加 函数 , 设 r，E (0, MCFD — Уа )](z 一 s) 在 [zs，1] 上 单调 


жин. 
ГС Eln nJ ВИН Ш fr, Ст. flrs, (xs fr. (ль, Fr) 为 顶点 的 
LILLEN 
LETEL ETETE] 


Cu = fz = far) = 


去 :那么 用 j 十 1 所 一 1 个 面积 为 目的 她 形 


ERRARTE- 2.40 — r [1 — fr, 1 
СРЕЗЕ Hil IRR FCM I OSI 
а-а /а01< 1. 


12. 设 M = sup | FCD Wi iQ M > 0, 对 任意 的 3. 0 二 5 二 M. 总 可 找到 x, 便 得 
усо |> мала ЗЕ уои 
2M f+ IH fay 
>1 fa +) + f(x 
= 2l сз || яс >AM- | وم‎ |. 


于 是 ,有 | ө |< چیم‎ а 

Фао | e |< 1. 

ят киян ус) <ом" FCD = 0 有 最 小 正 
манка" 


FE ERK TE JE 3: BR A IE 9 W FE ЭКЕ ЕН” 0952 Hl. 
《0 QUB RR EB: Wik. $ r = у = 0, /(0) = 0 уо) = 1. E f(0) = 0. 则 0 为 方程 /Cr) = 


存在 ", 则 结论 仍 成 立 . 运用 * 正 难 
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0 的 根 与 方程 JCD = 0 有 最 小 正 根 < 存在 矛盾 , 帮 邻 了 一 0. 则 /( 一 y) = УС) 8 /(z) АД. 

(2) 反 证 法 解决 假设 存在 使 得 fz) |> L 27 ое PQO + frd = 
Сооро = оуу Таусо) — AO] = AF Ga) — 11 > 90. 但 是 fe + z) = 2f(O) fn) 一 
с-з == fa =À рео) А fO, БО) 一 一 Ae 二) S< 0 У RFR. MOHE 
Ë r E RE | f(z) | 二 下 根据 题 中 结论 .可 推 知 | gO) |< 1. 

13。( 利 用 数学 归纳 法 ) 

CD Ma = 1 时 ,左边 = УС ,有 边 = fo f tu. 


(D 假设 当 - (> DMARD- м + J] 0) 2 M Ў) 
W| FFI. AN 


CM ~ Дом fan) > 0, 


所 以 м + fes = MSD fa) + fan ›. 
тиен, 


м“ + усо > 


Sr) — DM +М с), 


mab уме сом 


MOD 可 知 , 对 任何 wnE N WR. 

14. 由 Ar) = FO RK FCD 图 象 关于 直线 + ~ 1 对 称 , 则 根据 D 可知; 对于, y E (0. 
Пу G+) > G+ fo) 一 1 

йл, € [0.1]. xı < xel n — z € [0.1]. 

BN Flr) = fOr) = fL + (лз — n)]— fa 2 f(r) + fxs = n) = 1— fr) 


ТЕКСЕ 


> 
所 以 f(x) 在 [0, 1] EREMAN. 
wnai) 


ўт 


из ус EO, D рела J(4 )< reo < / 


таа (т) 1 = $+ 1< sr +1 


Ú D I FD > 1E Q p. + = 
Mi 7(2) = AOK KO = 1,4 /(. 


BD Sk FD =1 
j> roa (4 
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BR x € [0, 4] 时 ,1 < FD ва 
因为 E [1, 2] 时 .2 一 x € [0. 11.8 f 
KALS- 602—0) +1 = 13-62. 
因此 ,ze [1. 2] < f(r) < 13— 6r. 


fan, 


15. Me =I BEY = 右边 = o. 
当 和 二 2 时 ,左边 一 | О) |= | +D DIS = il. 
Rikk = "时 ,结论 成 立 , 即 


"= 


IJ = FO IH JO) — G |+ = H = f(2") |+| утэ — тэ |< PE 


My. MR = n+ lB. 


Ў лано a 


LAED fC) уа fel 


<! fer 


f) |+ $ лао a 


nn- 


Sal AEEA |+ 


<nx1+ 


ECEAT) 


n= D 
7 


PER = n 十 时 ,结论 成 立 。 
ОТА 
16. BM n т Y АЕ = нЕ. ВОН >, ¥ xz( 理 则 可 以 重新 安排 ) 


«Цика pattan] 


>] LED +: + fee) + {шша} +. 5а] 
a KDH fOr) + fea) 


ЕЛ 


(takes). [1(ажал=жы, жазсан) 


танк Н FH 2 的 正 整数 次 等 正确 
REE n > 2, ”不 是 2 КВИ т. ER < n < 2". 令 A 一 2" n, y, = 


Жоке нә i= h 2em b PË n. n. с. z. у, =. ж» SEM. b 中 的 2 个 数 ,所 以 


(ttm ty + = ж» Lt Onun ftm) 
А 去 < > 
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ten 
;®+=+=+=+аэ+%аж=+ал) 


اه - 


та 4er Fz) + (F а + 
н "хт 


将 上 式 代 人 最 后 得 到 的 不 等 式 


ET 
w) 
| )< 7 


— (t) + fOr) + = + fer) + HFC +n + + zo) 8) 
> А 


ттиж 2" 得 到 


m (tatata 


+ ft 


由 此 推出 所 需 不 等 式 


人 


1. 812 :r2 y> O 


ntat=+ts)< Казаа 


Жо) fr- у) + у] 2 fer — y) + fu) > fU, 
M FCD 在 [0, 1) FERRER Xb) x A 
SOD > 2f, 


EIN /DN < SD < 2 


1 1 
去 时 ,emp < fan < } n 


yn Hn <} <. 


因为 Ko) = 0, 则 对 一 切 + 有 /tx) < 2x. 
《2) 不 成 立 , 可 举 出 下 面 的 反例 : 
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9。 当 o< <+. 


кә = 


4% 


此 函数 满足 此 题 的 一 切 条 件 ,然而 
yo.5D = 1> 1.9X0.51 = 0.969. 
18. 不妨 设 /te) > A m € N. 


[fle +®] = Иа 0*1] = у‹ уса) 


HA 


< De 


= 1989m + D "a. со 
аР = A> 1E m жуки 

апару > m= 0а D > 1989m D 
与 (* ) ЖЖ Ш.Ш fa + B) < maxi f(a). fD) өө 


M.B F /OD = f. = (D.R FCD = 1.8 С 一 876) 一 1 所 以 太一 1) 一 1, 从 而 
SOD = re feo = fM. 
Ра) = ра В В) < тах! fle + p. f(D). 
SIM < fca) dk fla) < Sa H DARO w) 式 便 得 结论 
19. 证 法 1 HREM. 
[09 = [fab — ftad + ca) 了 
= [yun уау HAAS 一 Fo] 十 [ta 了 


< b-a) ZE - f+ 


= fT Ф 6 atya — саз] + Cf 


SWF- E awar + (feat 


wF -RF HOF 
= а-ар 


эю лат EDT < ADF -ADFT < [ fay? — 


证 法 2 {уюу < a 


184 


Са —by'e(a —b)? < [уба — [FOF 
ПСЕ 


FE AE < а-ы = юз. 


所 以 (eb) < ба Буа) [ә]. Z. Cab < [fF — усу. 

a DR KEREM. 

易 知 , 若 ары > [fO RIL. Ma b < [fJ СУСТ йз. ñ FFM > 
Су ad — РО) 2 без{ РО) — уа Ifa) 一 /45)] 三 0, 易 知 /сх› 单调 递增 ， 

MER а)ба 5) > еф ar Af (e) > Oh а, [f(a — а) > OCh ata 


an) #0. 


0а = aa, (Q, Гаа, |2] fa) fa |=| FO А [баз LI bass aa 
同 号 , 则 (6 一 4a 一 6) >0. 

由 上 知 结论 得 证 . 

证 法 3 Biaon a s LETALO ci, < LOTAD < N < E <a. 


< SIN TT лю? а СаО < 


АЭСА). 

жт жишк тенни хао: ш тш: НЕ ЖУ А. 
RR AHR тт жит т икт жт ШЕ s киш 

20. 在 (2) 中, 令 y= 一 .得 


tlt) ro о, 


" 


ж ус) BERL, 
设 一 1 之 二 <r, <O 


jon- reo pm+ pm = | 


х ажаа) > Or а > 9-14 


Moms 


& с) 在 (一 1, 0) EEREN. 
X fe) EARRA fU >0, (一 1,0), 所 以 .f(x) ECO. D 上 也 是 减 函数 . 且 fU) < 0。 
则 有 


)> в. fa > ус). 
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1 
Дети) 


其 中 心 一 12， 


1 (n € ND), 所 以 ,/( 


[Л 


1 1 1 1 
r((+)-/(Qa)> (+ )> (+). 
COLLETTA 
n. MUSE SIRE MAARRE a. 有 
atb) [a+ fu) 
A$) колы. Ф 


这 个 条 件 不 受 函数 了 增加 一 个 常数 的 影响 . HEREKE RITUR AO DoM < 
ожа. 


我 们 可 以 断言 下 面 的 结论 是 成 立 的 . 即 对 所 有 nmE NR x € 1 
i п 用 归纳 法 证 明 . 


¥ n 一 0 时 ,考虑 re (=1. 0.1). AED <от Ф RR 


о") ,我 们 有 SD 


ro = (151) BED <o, 
因而 当 = O 时 结论 成 立 . 
现在 考虑 对 任 一 国定 的 ”利用 O 式 和 归纳 假设 ,有 


sarmo = )ر‎ (> + eka ے‎ = 
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[三 二 二 | 
因为 了 只 取 整 数值 . 我们 有 (+27 <— G+ D. Bh Ф 式 有 


feo = f( 
< It „у, 
从 而 完成 对 前 面 断 育 的 归纳 证 明 


我 们 已 证 明 对 所 有 非 负 整数 "有 0) < n. 而 这 是 不 可 能 的 . ERER f; Q Z fE (8 3 E 
意 不 同 的 有 理 数 w、/.QD 式 成 立 . 从 而 完成 问题 的 结论 证 明 . 
22 ERI ИГЕН nit FD) а 


ft) = У) = т. 


Уы = ffe) в. Ф 
уш) = FID = Pn, ° 
因为 {0) € N EL JOD P Wien mW 
fo) > Уп D +1 3 О) + 09 Dn @ 
又 由 于 FD = aM D е >». 
En = fh > уе -1›+1> > fim) + he ы 
一 各 二 如 一 如 一 2 — kn. 
TË r+ ө > 2h < Ёл. дт усно < hn, 


义 因为 fla) = 如 ,由 Q fO) > nsf Уа) > a. n > e. 
如 = fUn) > 7 一 1) 


> < > fla + на 


тия 


证 法 2 因为/ Ne N* 是 严格 递增 的 .所 以 由 fn) > n, m > 


/Det 
"< сю < 


sf. fim = fon > т п, 


fim) > ftm я. 
所 以 有 fin + т) > FD + n + m— n. fn +m) >> fO) + m+ 
f" fO) > n ib FD = a+ т (т DERERO 

in = FOOD = fint т) > OD + m= fO) + fO) — w, 


TRI уо < in +. fom < HL, 


187 


由 此 立即 可 得 ”如 


| 点 
fo > РЗ нон 6 


О 6 为 任意 给 定 的 实数 

BREN: 54 n > ze 二 3 时 ,有 e+D) 一 /om = fO — fin D, 

只 要 证 明 存 在 正 整数 “使 得 
Fat D- f = fe + = fen, Ф 
fn fe DD = fat D f, ° 


n< fo) < 


式 中 等 价 于 
Snt DH feo) = fo) + fa + D. 
南 题 设 条 件 知 , 只 要 有 


КЕТЕТ 
m<=+1< at Dn 
即 可 . 也 就 是 
an+ D асаа (a+ Dx. Ф 
同 更 , 式 O 等 价 于 
т аса Ф 
M D.O аа u 
ат иса < (e+D— D. 
Mat е D—atn + D 
知 上 式 成 立 . 
其 次 , 设 no 为 整数 ,mw 一 1 < +36. Wa > 3. 由 上 述 知 
Snt рю) = feo — fom =D, n> ma — 1. 
ик. 
fo) = ањ + DES = fin = 11+ few = D, nz w = 1. ® 


MERN k, э. 


meam >m m < k < (a+ Dm. 
җн + т) = ую + Усно а 

t+ 
ан fins = 03+ fms D+ mn +DL) fens = D)+ few =. 
тйл. ру) = w fO — D. 
ФЛ — 1) = bna D в) = 
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КАКО а Fa = ba, ">= 1 
下 面 证 明 : 对 所 有 正 整 数 nA fo 一 
若 不 然 , 设 使 得 /Cm) 2 n 的 最 大 正 整数 为 mi 
当 。 > 1 时 , 取 正 整数 人 .使 得 

m ht Dm 
Wk >n, ktm m. fk +m) = OD fm). 
нж. fm) = У md JUD 

= (Fn Db — = mb. 

Im 
Ma 


时 ,有 am < n < (二 Dm 因此 
be 2m = ут) = fen) + fm. 

Af. fO = mb. FH. 

XM fin) ен, рН ИТ. воме. 

E EBB ,所 求 的 丽 数 为 JCD = n. b 为 任意 给 定 的 实数 ， 

24， 我 们 应 该 对 平面 上 任意 点 4z，y) 找到 使 六 (一 四, y 一 由) 尽 可 能 小 的 整 格 点 Cm,m, 并 求 出 极 
A.C, y) = minfa Сет, ун) ВЕНЕ А VTC =F y, ZY NAC. у) Cas 
ж) 之 则 的 距离 , 它 类 似 于 通常 之 距离 V7 D= Мб ТЇ, 2 ТЛ 


fors y) < ТШ ИМИЖ VT. 0< a ОЖ ЕЯ НА Е FA On 的 分 法 ; 若 点 (7 у) 


Сот, n) 的 距离 小 于 它 到 任何 赂 点 之 距离 ,就 称 点 (rz，y) 属于 图 形 Фи. 我 们 只 要 找到 以 (0，0) 为 
中 心 的 图 形 00, 其 余 的 图 形 Bm 者 可 由 @00 平移 得 到 . 现在 利用 距离 /的 平方 是 坐标 的 二 次 函数 得 
到 与 点 (0，0) 较 近 而 与 点 (my п) 较 远 的 点 (+，y) 的 集合 , 这 是 一 个 半 平 面 ,(2m an) + (2n+ m)y Ç 
m em. H Y RIRE 900 .应该 职 一切 那样 的 半 平面 的 交集 .实际 上 ,只 要 取 其 中 的 6 个 半 平面 的 
交集 ,这 六 个 半 平 而 对 应 的 点 (m, я) 是 (0. ED, Ck 1, 0) 01, D, C— 1, 1. IA Ф00 是 的 六 边 形 
1.405. y) € WOR flrs у) 是 此 的 六 边 形 


的 顶点 上 达到 它 的 要 大 什 , 求 出 硕 点 的 坐标 并 代入 /. 的 表示 式 中 . 即 得 到 元 的 精确 估计 ， 7. < hy. 


l1<2r+ay el -lcarty el 


вана эс. 
25. (1) M n = 2(m € NED, 


(rO + frn 
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«Даната, EEE] 


27 2 


由 (1) 可 知 ， 


ч + fi) t s + fa + „+ 


нло аи), 


N 


Wrei uss т, т 的 取 值 代 人 上 式 并 整理 即 得 


пру 


课 析 ЕТО ОЕ ЖА Со ~ r Cr € R+), 用 数学 归纳 法 即 得 对 一 切 正 
ө 


FD + JO) ++ fu 


即 可 推出 不 等 式 


(t+ 


ETETEN 


sm ERO. 


能 力 测试 6 


LA BR 三 个 函数 都 满足 条 件 (1);1)(z) = 显然 满足 条 件 (2) 
тез 一 2 一 1 摘 足 条 件 (2)s92 一 1 十 2 一 1 192-1 
мя? Ц ЕСШ КИТОВ fi) = 2 一 1 满足 条 件 (2). 

Jil = In + D Ж Оез t D+ nG +1) < inG+ i+ Delate aqa D S Int + 

(жр, 

此 结论 是 错误 的 , 帮 Со 不 满足 条 件 (2)， 
ий A. 


2А итш 因为 € (0. RHE = 十. 则 不 等 式 变 为 


m aIL. 
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BREEZE E 
/< ,ج‎ 


其 几何 特征 是 : ЖИЕ PO. y). Ост. у.) 的 线段 的 中 点 MM 位 于 曲线 y = уо) 上 横 学 标 为 


ntn 


一 2 的 点 УВЕРЕН. нй E E R 6) sh B E P) 8 t НИЖИ. k ЭП! R ИЙ / (г). 
fil. А. 

Э.А на = fla), ar >a, f(a.) > a. ËD f) > т, y = f(x) ФЕДЕ у 一 
了 的 上 方 , 故 选 A. 

4 DE ожа 

S. (o, -DUW D RHO = fr) ° g(x), 由 题 设 可 得 H(r) HERM. 又 Hr) 
f UDR + FOOD Cr Ak x < OM f Н' (r) 知 ,.H(z) 在 (一 一 ，0) КФ ХИ Hr) 
为 奇 函数 ,所 以 Нот) 在 (0, +50) 上 也 单调 还 增 . 且 月 (3) нс 3) о Lf E нр HC) 
的 示意 图 ( 略 ), 南 图 即 可 得 不 等 式 Co * 2) < O HMRC o5. = 3) U (0 

6. (1.10) вум омс <0. 

所 以 f) 在 (0, о) ЕАМ. 

X OO RRR JCF = f(| z DR KESR flr > fO St F A ler > OD 

又 因为 ft) EO. + oo) мв ате | ler < WF тизм (1. 10). 

说 明 ,把 导数 知识 运用 于 不 等 式 问题 中 ,使 得 这 类 古老 名 型 安 得 生机 近 才 .对 清 新 意 . 解 这 类 不 等 
式 的 关 刍 在 于 把 所 给 的 导数 性 质 ,合理 转化 为 函数 的 性 质 ,然后 求解 


т. [~-i -去 ) ио, маус аав мусу = 2F) >R FD >= 


MERIN- 


«<-+рә<<зйтжя[-1.—1)0 0 


DUDE E ELET TE A CEE TETT TT EE алена ж кате. 
象 写 出 丽 数 ,然后 根据 丽 数 写 出 不 等 式 . 这 比 直接 写 出 函数 式 或 直接 解 一 个 不 等 式 更 有 创意 ， 

в. (3, DUG. 1) 由 函数 /(x) 所 提供 的 信息 .可 以 得 到 ， 

Mreta -DRTE ODA > O, 

rE (1, DESO < 0. 

由 于 不 等 式 ° f(D <O 等 价 于 


ر 


[> 
Un 
MERER r e уг) < 0 的 解 集 为 (一 3. - D U (0, D. 
说 明 : 用 图 . 表 背 景 解 有 关 不 等 式 ,其 基本 的 策略 是 : 把 图 、 表 所 反映 出 来 的 信息 转化 为 函数 的 性 
质 ,再 结合 所 给 函数 不 等 式 的 特征 得 其 解 
э. CD 由 均值 不 等 式 得 


ла a у 
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所 以 ,x 若是 原 方程 的 解 . 当 且 仅 当 


“= ee, fU + at) + ROD = 0, 
Вр у) = gG 一 Ar) = 0. 
D 原 方程 等 价 于 


раа е е оз‏ کیا 


设 FD = (1+ соме) ов, 5, кб) = 7—1. A(x) = 201—121). 


fU + gG) + hC) = (1+ coserdlog:5 + (| т |— D? > 0, 
MOD жш / 有 公共 根 , 即 了 一 1 或 = 一 工 
10. 由 不 等 式 四 ,得 

Saty- fU /со[/су) — 11+ fay). 
By > O Rf EN 


+ = [со > pof LLL] 0 — fen) | 
[三 他] i n 


令 y 一 0, 得 
fen > ray feo) f (Oz. 
My < Ot tN 


+ ل‎ < pof 7 Ho 一 ra p, 
یج[ جا ]در > ر‎ 


今 y 一 0, 得 
fn Кор f (Oz. 

BD FCD = ус аа 
LADY = ef) = efa) 


олш = ose Darm еш = ser +e +e 
H fO = 1. 可 得 c = 0, 所 以 f(x) 一 工 十 1 
MR: 当 fU = 十 1 时 ,容易 验证 f(r 二 y= СО) fayd H 
и. 将 数列 {a} 的 项 接 从 小 到 大 的 顺序 排列 成 如 下 数 表 
a DHA a = +, 
“yata, a = уаз жай, 
“a+ am. ж = fco + et, 
“tea, < < feb + een, 


因为 G+ D + (O) > fd + D. 
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ET Mes 
所 以 ,在 上 述 数 表 中 ,第 人 行 共有 个 数目 自 左 到 有 依次 为 sa， = (D+ (0), а 


(D, = арш = fd) + gG — D. ==, р, = fab в. 
设 ,在 数 表 的 第 таш, = юка. 
„<А аем, 


a= rotan- 

в занк, 

m” 人 ngo, 
2 


жө, 87, c Le BEET, 


gl ETT 15 ET кш, [L+ мат) 


кеек ] 
工 的 最 大 整数 ) 
12, (D 我 们 先 证 明 如 下 结论 ， 


Rosich nen Moch, 


C1 RRMA. STRA 


ا = хө,‏ اچ 


ERE MOSEL, nE N* 时 ,有 


1= f = JA nr + nr) 2 fO — ar) + fur) > feu), 


X fine) = Uz} ate +) > fO) ES ++ + fu = nf, 


所 以 f(D) < 1,0 ст) < 1 
CD HEYN: M0 < r < 1 A < ar 
моне NM tl <r < 1. 


= 


<. 


то 的 结论 , 知 /Cn < L 
G) 下 面 证 明 7(0) < o, 


fOy<ax. 


国 为 对 任意 的 mE N ,有 0 < 二 ,由 (1) 的 镇 论 , 知 对 任意 的 mE N* ,有 /0) < Т.ж. 


得 Jo) < tim Û = 0.8 f0) < 0. 
ЖЕНЕВ + € A. 有 f < 22. 


13. 对 于 任意 的 正 整 数 a。/(1 十 + 十 … +) 一 1, 这 里 O 为 有 理 数 集 .R HERR. 
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уч» = fa. D = fW ра 
уаз = f(D ED fOD fD 
=>/ = 1, 

Jo) = f1) = fe) + fle) = flas 
FD = JAHD < mate). OD} = 1, 

f(D = [Q+ D < maxl f(D, f(D} = 1, 


fim) = fm- DHD < maxlf(m— D, fD) 
其 中 m 为 任意 正 整数 ,所 以 ,对 任意 正 整数 m, 恒 有 fm) < 1. 
MF Fm = f е fn = т ЯРО В m, Уно < 1. 
CEELI CERN С) < 1. 因为 
1= (= /tr DS тах! fA +m, fa) < 1, 
我 们 有 OF = 1. 
对 用 数学 归纳 法 , 设 已 有 


St m, 


Wl fort ++) = fU (+ r+ + г 
=n <1. 

Ey = rtr tta M FO) = fO) <1. 

由 上 面 的 论证 ,我 们 有 Ay) = A Har oe + yt) = 

14. CD ус) 起 一 个 满足 条 件 的 秀 数 , 则 对 任意 > 0, 痢 有 


e- AE} 


°› 


如 果 谷 是 不 成 立即 存在 r > 9, 使得 FO) > azi дал, = f. mu > 1, 并 且 由 中 MAK 


学 归纳 法 可 知 (2) AF a ( ° 
HEBER 成立 ,于 是 . 记 工 一 5. 
S-ra aake Taki? > LE 
fs) < hraa < Ф 


由 于 > 1, 故 存在 正 整 数 .使 得 对 任意 二 NBR AF > 2а FR. n > МЕ а) > 
Pf GRh O 可知 )- E п 充分 大 时 ,有 /ст.) > 2°®.%АШ.л. = TE. B a > 1, 故 充分 大 
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Ш.Ж т, < сак ,这 与 条 件 下 盾 , 所 以 ,(1) 成 立 


(2) 注意 到 ,对 任意 x > 0* 存 在 唯一 的 整数 "使 得 or € C, aJil r = ar EA = Ë 
现在 ,最 Cr) = Dar, FE: f(D 符合 要 求 . 


事实 上 ,由 ACD HELTER = (E) RARER x > OR ACD > 1, 于 是 ， 


er 


并 且 对 任意 了 > OBH CD > az REW. 
15, 我 们 证 明 对 任意 不 超过 1997 HERM m. н. 
mf (n) + m > nf (md, Ф 
Мет BRRL. Hm= 2, n 一 1 或 由 H.D BERRI. Wik т. n 都 小 
FAG SES 1997 в]. D 成 立 . GE м. n PEKE AE 的 情况 . 
Fm = be т = gı + req 为 自然 数 ,0 < r < n. MEM 
Jim < fg + fe +1 © Иа Оа) + fo) + fr m < JG) + а Df + a, + 
q= f+ д 
ЗИНИН ВЕ rf (n) + r > nf(), 便 有 
nfm < maf (n) + nf (r) + q = mf (n) + m— [rf (n — nf (r) + r] < mf (n) + m. 
Fi wm bE n = ун +r 9 为 正 整 数 ,0 < r < m hem, 
fo) > дт) + f(D > fig- Dm] + fm + fe) > 
于 是 利用 归纳 假设 mf C7) + rf Cm RE 


mf Cn + m 2 qf (m) + mf (r) + m = nf Cm) + mf (r) + m — rf (m) > nf Cm). 


因此 恒 有 O йх.ш/° +1 > e, 


> qf (m+ fn. 


Mic mx E нк ARBI < n < 1997 


16. (1) танипкв ня) меже. 
WA f (n+ DESSE, Ун) > 0 所 以 ， 


Сна Сую) ак) = уо). 


fe) < 1 fegD 1 fa .Ps 
79-5 & 2 "о < FF fin3) т" та "= аса 

op LD ПИР: и 8 

< 二 


zm [Ж] леа 


а]. 


48] -ns 
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ало). 


RPDE, k € N.R: = вз. 


这 与 /(4) кши. 
所 以 ,不 存在 正 整 数 的 无 穷 数列 1a.1 满足 条 件 - 


D fm = “就 是 一 个 满足 条 件 的 正 无 理 数 的 无 穷 数列 . 此 时 ,有 天 (n + D = Aff + 


ВЕР 
17. KEW F MHI 
IA HARS ММН НЄ NEA FD < ftn 十 1), 则 对 于 任何 的 四 € N. m > 

mf fm) — fO) тп. fo) 2 m. 

引 理 的 证 明 ， AH S < fn + D.R f(D Sat D 都 是 非 负 整数 ,所 以 ， 
fn+D= f 21, 
а Еа 
fm — т D 21. 
将 以 上 和 m 一 个 不 等 式 相 加 得 
fo ~ fo) > m— 


上 式 中 取 m = 0 

fim) > m+ f0) > m. 
Fitim. 
h FCF) = n+ 2k 及 引 理 得 

n+ 24 — fo) = JOJO) = fo > fo) 一 四 
[1 fn) <n +n € №. Ф 
ER O HE n BA OD 得 
nE = fOD < fn +k, 

Y fo) > n + kG №. Ф 
MRD 8 fo = n + ko € М. 
显然 ,此 函数 满足 题目 要 求 . 
综 上 ,所 求 的 函数 只 有 fn) = n+ k(n € М). 
18. (D 先 证 fO) < f(n + (n € N°; 
着 存在 4E т. {бә > лар FD > f+ D +1. 
теа AHD < 2/(k+ 1) — fü) < 2000 ~1] — fU) = fü) — 2, 
& жю > ++. 


196 


иө {OD > +з) +3, =, ak > SUH m) + m. 
EID = m MH + т) < Ji — т = 0. 与 已 知 不 质 ,放假 设 不 成 立 , 即 f < fint D 对 
HEREBY n HRY. 
D BEE EE му = Gk + D MAD 得 ук+ D > уш. 
те JAHD < ук+) — = ую, 
ж f+ = JD. 
同样 OD = FAHD = f+ = аа. 
《3) BATEE м.о 2 A+ DWAD 得 ус < ук+ D ,由 已 知 可 得 
n+ D= S SS fin D. e 


在 所 有 的 fn + = JOD € N*) 中 ,每 一 个 都 是 正 整 数 , 必 有 一 个 最 小 的 .不妨 设 J(k 十 1) 一 
FD 最 小 , 则 


ЛА 2) f&+ D) 2 f&+ D) — fa, 
而 由 (、) 式 可 知 
JAHD- RTD < f+ DD — fM. 
所 以 +) STD = ук+ f. 
同样 对 于 任意 n(n > 各, 都 有 
Sat = fo) = уар. 

即 对 于 任意 > tetin, FO) Git (k. SPEA CR + 1) 一 FORD 的 一 条 直线 上 ,结论 成 立 .， 
Bg net тутара трета 
в Jat D- уо) < f= га), 
из үс) 为 整数 ,所 以 

SO FD Em ft FD Em, m mt mt тт 
ВШ (Сн) {т> m+ 1 时 ,数列 递 焉 , 且 f) 一/(n 一 1) € Z. 
故 必 存 在 Jo < 0 St WPW. 


所 以 fn +1 — fO) = /‹2)— FCD, Ун) BESRE. 
(a+) = fn) рус 
ТЫНЫ pe уа). 


Вр, Усно 在 过 点 (1，F(1)) ,斜率 为 /(2) 一 /(1) 的 直线 上 
19, 由 于 X 是 有 限 集 ,从 而 X 的 一 切 偶 子 集 的 数目 是 有 限 的 , 令 己 是 X M A RAA A TERRE 
少 的 偶 子 集 ,Q P 相对 于 的 余 集 .可 以 证 明 上 述 P.Q 满 足 所 给 性 质 、 
GO BRA PNQ- 2.PUQ= X: 
CD 由 假设 (1) 及 PP 的 取 法 易 知 
FCP) > f(D» > 19до, 


由 假设 (2) 可 得 AØ) = fD) + fC) — 1990. 
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FI ЛС) = 1990, fi P > SF P HERES FR S. ASES 相对 于 P 的 余 集 , 则 
SNS5=2.SUS=P. 
车 145) =< 1990, 则 由 航 设 (2) 可 知 
fe) = f+ S 一 1990 < /8), 
X 5 # #45 ®ХЖФ ТИРЕ Р 的 元 素 的 个 数 ,与 РО Т. 因此 ,JS) > 1990, 
(h) ERQ 的 偶 子 集 了 ,由 于 己 门 了 = 27.0 /(T) > 1990, 则 由 假设 (2) 可 知 
APA T) = FCP) + fCT) — 1990 > СР). 

ФРА. Ak. FCT) < 1990. 

20. 因为 нА Sm = ft mf +2 = 
тус) жий. 

CD O hi FD еа н S T Cn) — fo +2, 可 求 得 /02) = в. JG) = FEN n > 


[fO — 2] > ik fint D > Уто, 


20.00 产生 于 是 f+ а +2 = Tum - 3 $ >o, MM 


эң.» t D S 2/0. 
图 由 于 9 20 н 1) > 2/‹л),ВШ n > 2B. f(n+ 1D > fC) в. 一 3 2 


CES‏ م1 
由 fen+ D = +f' (n) — fm) са ren + 75 5-1‏ 
先 用 数学 归纳 法 证 明 下 面 的 不 等 式 成 立 ，‏ 
去 rm > (3) +1 azn.‏ 
Dnes AD = ?> (2) + 1 结论 成 立 .‏ 


D 假设 结论 村 ”= ASD RED > (F) HLAD неа > 


жө >(+Ф)'+т> (Ê) + n = к+1наювйт. 


RA DD 可 知 , 不 等 式 二 /tn) > 


E) +1 对 一 切 n 3 都 成 立 


а CENI жо. зу 
Юй. > 3 Bt. Le = Frw + J 1> +rm 1> ($em fn+D> 
Жу 
А 
XID = 6= (Ф) ллю => (F) лаз = s.s a > 1R a+ > 
(фло. 


(D HF FD = 1, 而 数列 1/(m)} 588: S. n > 18.8 Сн >1. 
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1 1 
Н А -AHNA = уса УО ув 


е а 
яв - [лв ауа] 
ЕСМ ИР 
тет 


FD 


下 面 先 证 明 , ¥ n 5 时 ,有 fod < 


CD BR ICD IRSD = 去 挛 (一 7ton) 十 2, 计 算 易 得 1(2) = 


йт (Шү, 
Be 0= (18) B+ 


шү лату 070 1,207) 27. 39 、1 
alr AaOr = Da > +. 


Ht f < 2 一 十 , 即 当 一 5 时 ,结论 成 立 . 


ОДЕТТЕ 


из atd = +U 1а ус) = Lea: егінжай. яц 
1 
saroe l-h 
即 当 ”一 十 1 时 结论 也 成 立 . 
综合 (1),(2) 可 知 ,不等式 fon) < 2- 


Рам n> Е КИЕ ИРГ Е ЕР 
TEM nS5 Ин 0) < 2- TTD <" ü ур =Й <" 


1. CD Ho ARB хм үл. € DG = 1,2,3,4), 有 


af (n) уба) > fler + (- on], ° 
ef (t4) ау) > flar + (= az, Ф 
“flat ад] а flar + адаа) > 


flex а а Баб ах + (— rJ, 


联合 四 四 全 ,得 
alaf (x) а] А абса + ат] > flez а а а e) + 

а-а"), 

аза 


Жог = абл Fell ада: + а(1— az + (1 — rr = r a E 一 2 一 .上 式 可 化 为 
fe + fea >27 ,)ك(‎ 

由 于 Vz € DG = 2, з). ЗИШТ f(x) 5 D E J ARR. 

(D 《用 数学 归纳 法 ) n= 104. 一 = 由 条 件 , 结 论 显然 成 立 ; 


Tr 


нй» = KCR € N, F> DB. O 为 了 上 的 


对 vr. n € DBF 


fa) ансо 
жаа? 


同 理 ,对 Уз. n € D, 有 


f(z) + ано 
tl Е 


а t Uar 


э] 


联合 上 面 三 个 不 等 式 ,可 得 
f) + (Le mtd) 


e +(e" 


y tall a)r, Ha en +C i 
РЕ 


эл, +t dom 


Ғата? 


1л tell — axs каа 
raz 


于 ,由 上 式 可 得 


ENE EE | 


因此 FCD 3 D F 05 вем. F> D ARK ШИТ нана 由 


归纳 原理 ,对 一 切 下 整数 "结论 十 成 立 . 
їз. se > у 时 ,由 已 知 请 数 不 等 式 ,得 


,لعا < م .چا feo > im‏ ,اواو > ZP‏ 


мг < н,аашаяжард. 


оё = уэ < fe = fen 
Ty < ey 


у-н 
гө <i re, 
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Caf DT =27 0з. туба) = fOr +e, Vr € R. 


ти го) = Laf w 


а) = ойс = о. af = f (Dz. ү тє R.N SB RB ИЯ E fC = fO 
思考 题 f) #онашж»жинш. янва, 
23. йт. = 0 是 问题 的 解 
RAEO SO w 0. 理 则 ,对 任意 正 整数 ， 有 A = AOS = 0. FR. FRI f(1) ~ 1 
CD 可 知 fC > 1 下面 分 丙种 情况 讨论 
(їз AD = LWE fd = Ymd, Ф 
EREMO MAO = DSD = fC. iE 7(3) = al a >1, 
MIF {CD = 1(6) = a MAOD 可 知 /(4) = 705) = а. 利用 (2) 知 ,对 任意 奇数 户 有 (20) 一 
уор) = fo. 
再 出 此 及 (1) 可 证 fm = at Vs > 3). Ф 
BEE в = JOD = AO = fe) = /00 = 7(9) = ЛВ) = AD = SBN = SAD = 
南国 和 (2) 得 a = 1, 即 了 一 1, 故 四 式 成 六 
GO OD > ib 2да 
Ф к\а) = ГЕС) И к\з) 满足 (1),(2), 且 81D) = 1. «(2) 
ЕСТИ 
UO — D = а -D = 0-2 
SAO KEPED = KDED + = 28(2 ' +1). 


LEER] 
PUD = 2g ~2) < g) и +2) 
рка +0, 
依 此 类 推 ,用 归纳 法 得 
2 & gO) G gD (үк >D. Ф 
МЕЕ тз, 4 > 2 
Ж Отв 1) < gO) < K (mgm + 1). Ф 


IRMA IR... BR. 
HEK m > 3, R> 1 c> 1, 合 得 


т< <=. 
于 是 ,有 :< Морт < +1. 

即 Мот — 1 < s < bogem, Ф 
ho 可 知 ED < gem) < gO, 


ит ®.® а 


[Кє mgmtD, “ 
Латон 0 < 


20] 


ri ш 27009 
# кч <, <; 
ری م < دو‎ < ЕО) ,ye 
(m+) еч == ыа 
тов 
pm) pne < pem) < EDED рц 
m+ et < ikm =D ө 
从 而 
< 
mt "Hm ет 0) 
ФЕ о кон) = т fo = =. 


综 上 得 了 一 0 或 /tm) = түт). Фф ala > O) 为 党 数 . 
24. 可 用 参数 变易 法 转化 为 函数 不 等 式 证 明 ,或 根据 被 积 函数 的 形式 ,通过 分 部 积分 讨论 ， 


из! FD = [gof wod [сосове raya, 
W Fon 在 [0. 1] 上 的 导数 连续 ,并且 
Коз = aG D-DD = f Dg) = gD, 
йр r€ Го, JMS CD 20, gC) 2 OAI РС) < 0, Fe) ELO, 1) КААМ. 
注意 到 FCD оров |! ож сда fabae, 


нолон = [аал = кооз. f coe car 


= (ay = | fog dr 


& FC) = o, 
因此 x € [0. 1] 时 ,F(z) > O, hk SW nh a € [0, 1], 有 


[косе + |! azar > уаз). 
юз: feof nar = creo |, fena oar = feara fi fee oa 


[жоош + лоса = nasa 


fenn cma. 


көсө +] уска = fate + 


HAF тє (0. BaCO > O. Уда Са > адо, z € Га. 1]. fone dr + 


FDR UDA = fla — g(a). 


жа KS Cod + f fg (Dar > Раба) + fied — gta) = вО 
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注 对 于 积分 不 等 式 的 证 明 , 主 要 有 两 个 途径 。 一 是 转化 西数 不 等 式 
25. 设 r. € (а. BRA atum 


жшт. 


trer = Ami r= з. 
W A'D КА, У. ГА СА + P.f(z.D3/2.. 

因 Руст.) = А.В. – А.В. 

把 它们 代 人 起 Ф PTH А.Г ГА, — B] < as СУА) — В.) Вр уси) > gin — D, 
由 此 可 知 рн) R n E HÎ E RK. 

CID R fC) = lnr, r € (0. +оо), АШ 


Èr. 
ro = jg 是 maan. 


CH) CI) 可 知 Fox 


> Fo 一 1 “D = FERN, 


对 于 实数 zx >0, Pp. 0011), > IDn ,等 号 当 且 仅 当 = x 


PETEN 
此 即 鞭 名 的 加 权 平 均值 不 等 式 . 
CID HOD аим, жеш. 
Жао P > 00 < < юа 


与 


是 "的 递增 函数 
(O CD PRP, = 101 < i< > 可 得 ， 
ж. > 001 < <. MRK 


tt 


Gi (m = n| 
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E n BERL. 


26. (D 据 已 知 , 先 写 册 = 与 fO) 的 开始 的 一 些 值 并 狂想 出 ，/ RHEE BOR E EK, Н E t m 
出 现下 1 次 ,其 中 为 m 会 2 的 最 高 次 数 ( 记 2 1 м). 
为 证 这 一 结论 ,注意 到 如 mm 的 二 进 制 表示 为 152 


бб, Bb; Cb, = 0 Җ 1). 则 在 不 超过 由 的 正 整数 中 , 奇 
WAS ОБ, 
了 的 倍数 (而 非 4 的 信 数 ) 个 数 为 


ББТ —Ы 

最 后 ,2 的 信 数 个 数 为 ,因此 适合 70D = m WRK тё a) 等 于 

L FTE +b) + 2° (TE Б + = Е DORE — 
ч + 


+в 


+E + +R +A 
Аааа +m 
` Ya = D. 

RII a 


1-14 


D+ 1D) =, a m 
шж Xman = (2 — 1) — [ir — 1) + (2 D+ 


ЕИ m НИИ ЕЯ, M ami < n < а„ BH fOr) = m( 规 定 
т OME ИЧЕ HE n са, 时 结论 成 立 , 则 (1) н RRL. m+ 1 = H +2 ++ 
BOS < bh <<, а. = (D = DHR D+ +G D, аы = „+1, 


PH fas) = flani =m) + fa. м) = flag +104 Убар) Ж 


HI mmt 
CD Fm + IHRE, $ m41 me + 26, 


n-i j| eta, 
БЕ ПЕ: 
CC + (2S p 
анат D+ +D. 
= PE É ан m41 mt oy 
flan + = fCasgl =i t l+ f (asp Hy +1, 
а + 2 = f (asp —й ++ f (as — m+1. 


festa 


Stas = i -2+ f Casp i + = т+1, 


flan +i +1) = feas + flai = 1= m+ 1. 

Ша. < n < ac 均 有 fO) = m+ 1. 

由 此 好 得 (1) 的 结论 , 且 (2) 的 答案 是 : RE FO) 一 2" 十 1 的 只 有 一 个 ,mn 20 一 1+2 一 1 一 2 
ЭЕ) CO н = 1, 2, e, т 
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fe+D- fm =0 或 1， Ф 
则 对 每 个 nE 11. 2. 6. m A 
latd fint D] int D f] 

СТАТ 

Snt2— fint 
情况 fin = /Cm 一 上 十 1, 这 时 

fim +10 fim 

= fm +1 fem] Ит 1 — т 2] 

= fm = бт 0] f[m =1 т 91 € 10. D. 
情况 2 Гот) = fim = DARREN 


— U+ fol 10. 14 


finm 1— fo) € {0,1}. ° 


Кт fim- 0] = fm—2— fem — 30]. 
根据 外 式 ,它们 均等 于 /fm 一 1 一 ftm 一 2)], 从 而 
fim +1 = fm) 
一 j[m 十 1 一 /Km)] 一 /[m 一 1~ fm—2)] 
={т +1- 500] т fim- 1] € (0.1). 
无 论 哪 种 情况 ,G@ RR n = m 成 立 ,从 而 D ио D 对 所 有 下 整数 成 立 
CD BEBE n m 时 万 立 ,车 /tm) 为 奇数 , 则 /cm D 必 为 偶数 
Ит + D = mt 1— Гот) Ст fm—1)] = 2f/[m— fú. 
M fimt D = fom +1. 
《2) 由 数学 归纳 法 证 明 ， 对 任意 台数 二 1,n = 2 是 方程 /Ca) = 2 +1 的 唯一 解 ,从 而 一 21 
是 fO) = 2" КИМ. = 2 时 ,结论 显然 成 立 . 设 " 一 2 是 fo) = 2 十 1 的 唯一 解 ,由 于 /Cn) 
юк R 1, 并 从 已 知 间 推 式 可 看 出 ,7(n) 一 一 .所 以 必 有 整数 “使 u) = 2° 十 1 ,这 时 ,Ju 一 )) 
DIMRE fu- D = 2 由 于 
fu fu 11+ Кара 25] fad = +1, 
JAERI E 0 û 1. 所 以 
Ла fa 1] = /ul Ка] = 2 +1, 
MHAM ufu- = m. 
从 而 u = 2" + f= 1) = 2 


fom) = fim- D+ 1, 
-DI fn + D 为 偶数 , 因 
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